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PREFAZIONE 


Il  presente  volumetto  ha  lo  scopo  modestis- 
simo di  preparare  il  lettore  allo  studio  delle  clas- 
siche lezioni  sull'icosaedro  (Vorlesungen  ùber  das 
Ikosaeder  una  àie,  Auflòsung  der  Gleichungen  vom 
fùnften  Grade,  Leipzig  1884)  di  Klein,  e  del  trat- 
tato sulle  funzioni  modulari  (Vorlesungen  ùber  die 
Theorie  der  elliptischen  Modulfunctionen,  Leipzig 
1890,  1892)  di  Klein  e  Fricke.  La  prima  di  que- 
ste opere,  un  modello  di  eleganza  geometrica  e 
una  vera  miniera  di  idee  nuove  e  geniali,  è  di 
assai  difficile  lettura,  e  per  i  molti  concetti  che  vi 
sono  adombrati  appena  e  non  svolti,  e  più  ancora 
perchè,  anche  dopo  aver  intesi  i  vari  particolari, 
il  nesso  che  li  lega,  il  filo  conduttore  riesce  tut- 
t'altro  che  evidente,  e  viene  in  luce  soltanto  dopo 
un  profondo  studio  ed  un  radicale  rimaneggia- 
mento dell'intera  materia.  Quanto  alla  seconda 
opera,  essa,  per  la  mole  e  per  il  multiforme  con- 

781545 


IV  PREFAZIONE. 


tenuto,  non  si  presta  agevolmente  ad  un  primo 
studio.  Tali,  almeno,  sono  i  risultati  della  mia  e- 
sperienza  personale.  E  poiché,  tranne  alcuni  capi- 
toli dei  magistrali  corsi  di  Bianchi  sulle  sostitu- 
zioni e  sulle  funzioni  di  variabili  complesse,  non 
conosco  alcun  trattato  che  si  sia  proposto  il  com- 
pito di  facilitare  l'apprendimento  della  teoria  delle 
funzioni  poliedriche  e  modulari,  ho  creduto  mio 
dovere  far  sì  che  l'opera  di  elaborazione  com- 
piuta per  uso  mio  potesse  servire  anche  ad  altri, 
risparmiando  loro  la  ripetizione  di  questo  utile  ma 
faticoso  lavoro. 

Fui  troppo  ardito  tentando  di  racchiudere  nel 
breve  spazio  di  un  manualetto  i  principii  di  due 
vaste  ed  importanti  teorie  ?  Forse  ;  però  ritenni 
utile,  malgrado  la  maggior  concisione  da  ciò  im- 
postami, abbinare  le  due  teorie,  per  evitare  le  ri- 
petizioni che  si  renderebbero  necessarie  trattandole 
separatamente,  e  per  mostrare  che  la  teoria  dell'i- 
cosaedro, la  quale  potrebbe  apparire  nel  campo 
dell'Analisi  come  un  elegante  edificio  isolato  e  di 
un  tipo  speciale,  non  è  altro  che  la  prima  d'una 
serie  di  costruzioni  congeneri  e  collegate  stretta- 
mente fra  loro.  Meglio  ancora  sarebbe  stato  fare 
un  altro  passo,  ed  includere  anche  la  teoria  delle 
funzioni  automorfe;  ma  ciò,  come  ognuno  com- 
prende, esce  dal  campo  del  possibile. 

Per  la  ristrettezza  dello  spazio,  e  per  l'eurit- 
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mia  della  trattazione,  ho  dovuto  ammettere  che  il 
lettore,  oltre  ad  avere  una  certa  familiarità  con 
quelle  parti  della  Matematica  che  si  sviluppano  nel 
primo  biennio  delle  Facoltà  di  Scienze,  possieda 
anche  alcune  nozioni  di  varie  teorie  più  elevate  : 
analysis  situs,  funzioni  di  variabili  complesse  e  su- 
perficie di  Riemann,  funzioni  ellittiche,  integrali  a- 
beliani,  equazioni  differenziali  lineari,  risoluzione 
algebrica  delle  equazioni,  teoria  dei  numeri.  Non 
mancano  eccellenti  libri,  anche  italiani,  dove  si 
possano  trovare  tutte  le  nozioni  delle  quali  mi  è 
occorso  di  far  uso. 

Anche  per  questo  volumetto  mi  fu  di  prezioso 
aiuto  il  mio  ottimo  collega  prof.  R.  Marcolongo, 
non  solo  per  la  sua  assistenza  nel  penoso  lavoro 
di  correzione,  ma  anche,  e  più,  per  i  suoi  sugge- 
rimenti, che  mi  permisero  di  togliere  varie  imper- 
fezioni e  di  colmare  varie  lacune.  A  lui  esprimo 
qui  pubblicamente  la  mia  sentita  riconoscenza. 

Meritano  pure  una  parola  di  sincera  lode  il 
Comm.  U.  Hoepli,  uno  dei  pochi  editori  che  in- 
coraggiano la  produzione  scientifica  in  Italia,  e  la 
Tipografia  Matematica,  di  Palermo,  che  non  è  se- 
conda ad  alcun' altra  per  la  correzione  accuratissi- 
ma, per  l'esecuzione  tipografica  perfetta,  e  per  la 
cortesia  inalterabile  verso  gli  autori. 
Messina,  aprile   1906. 

G.   VlVANTI. 
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I  GRUPPI  POLIEDRICI 
E  IL  GRUPPO  MODULARE 


Elementi  della  teoria  dei  gruppi  d'operazioni. 

i.  In  Matematica  si  suol  designare  in  gene- 
rale col  nome  di  operazione  quell'atto  della  mente 
per  il  quale  da  uno  o  più  enti  di  una  certa  classe 
si  passa  ad  un  altro  ente  della  classe  stessa.  Così 
per  es.  l'addizione,  la  quale  deduce  in  modo  deter- 
minato da  più  numeri  un  nuovo  numero,  è  un'o- 
perazione. 

Noi  ci  limiteremo  a  considerare  quelle  opera- 
zioni per  le  quali  si  passa  da  un  ente  d'una  certa 
classe  ad  un  altro  ente  di  essa.  Tale  sarebbe  per  es., 
rispetto  ai  punti  d'un  piano,  una  rotazione  di  data 
ampiezza  intorno  ad  un  certo  punto  del  piano 
medesimo  ;  essa  trasforma  ogni  punto  del  piano 
in  un  altro  punto  ben  determinato. 

Come  in  Meccanica  si  considera  la  quiete  come 
un  moto  (nullo),  così  noi  considereremo  come 
operazione  anche  quell'atto  della  mente  per  il  quale 
da  ciascun  ente  si  passa  '  all'ente    medesimo.  Tale 
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operazione  si  dice  operazione  identica  od    identità, 
e  ;  si  denota,  sovente  colla  cifra  i . 

Dicasi  poi  inversa  d'un'operazione  P  quell'o- 
perazione clie  distrugge  l'effetto  di  questa,  per  modo 
che,  se  per  l'operazione  P  l'elemento  A  si  trasfor- 
ma nell'elemento  B,  per  la  sua  inversa  B  si  tra- 
sforma in  A.  L'operazione  inversa  di  P  si  suol 
denotare  con  P_I . 

2.  Si  dice  prodotto  di  due  operazioni  P,  Q, 
e  si  designa  con  P  Q*y  l'operazione  la  quale  ha  lo 
stesso  effetto  delle  P,  Q  successivamente  applicate. 
Analogamente  si  definisce  il  prodotto  d'un  numero 
qualunque  d'operazioni. 

È  facile  accertarsi  con  esempi  che  il  prodotto 
di  più  operazioni  non  possiede  in  generale  la  pro- 
prietà commutativa  ;  esso  possiede  invece  la  pro- 
prietà associativa. 

Due  operazioni  P,   Q  tali  che  sia  P  Q  = Q  P 
si  dicono  permutabili. 
Evidentemente  si  ha  : 

i.P  =  P.i=P, 
sicché  l'identità  è  permutabile  con  ogni  operazione. 


*  Alcuni  autori  invece  di  PQ  scrivono  QP.  Ecco  come 
può  giustificarsi  tale  notazione.  Se  a  è  un  elemento,  e  con 
Pa  si  designa  il  suo  trasformato  mediante  l'operazione  P, 
QPa  denoterà  il  trasformato  di  Pa  mediante  Q,  cioè  l'ele- 
mento che  si  ottiene  da  a  applicando  prima  l'operazione  P 
e  poi  l'operazione  Q. 
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La  relazione  scritta  mostra  anche  l'opportunità  del 
simbolo  scelto  per  l'operazione  identica. 

Se  P,  Q  sono  due  operazioni,  l'operazione 
<2-1  P  Q  =  P'  si  dice  la  trasformata  di  P  mediante 
Q.  La  condizione  necessaria  e  sufficiente  perche  sia 
P'  =  P  e  che  P  e  Q  sieno  permutabili  ;  infatti,  se 
P  Q=  QP,  ne  segue  : 

Q-'PQ=Q-'QP  =  P, 

e  reciprocamente,  se   Q  l  P  Q  =  P,  ne  segue  : 

PQ=QP- 

Se  P,  Q  sono  due  operazioni  qualunque,  e 
l'operazione  P  muta  l'elemento  a  nell'elemento  a! , 
mentre  l'operazione  Q  muta  gli  elementi  a,  a'  ri- 
spettivamente negli  elementi  ax ,  a\ ,  l'operazione 
Q~l  P  Q  muta  as  in  a\  . 
Infatti  dalle  : 

a'  =Pa,     as  =  Qa,     a\  —  Qa' 
segue  : 

a'  =  Q(Pa-)  =  POa  =  PQ(Q-'ai)=Q->PQa,. 
3.  L'operazione  che  ha  lo  stesso  effetto  del- 
l'operazione P  ripetuta  n  volte  si  denota  ovvia- 
mente con  Pn .  Adottando  le  convenzioni  in  uso 
nell'Aritmetica  per  gli  esponenti,  si  ha  quindi  che 
P°  rappresenta  l'operazione  P  applicata  nessuna 
volta,  cioè  —  qualunque  sia  P  —  l'identità,  e  che 
P_I  rappresenta  l'operazione  che,  moltiplicata  per 
P,  dà  l'identità,  cioè  l'inversa  di  P  (cfr.  art.  i). 
Più  generalmente  P~n  è  l'inversa  di  P" . 
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4.  Dicesi  gruppo  un  insieme  di  operazioni  tale 
che  il  prodotto  di  due  operazioni  qualunque  del- 
l'insieme appartenga  all'insieme  stesso.  Per  es.  tutte 
le  rotazioni  intorno  ad  un  dato  asse  formano  un 
gruppo. 

Un  gruppo  dicesi  finito  od  infinito  secondochè 
esso  consta  di  un  insieme  finito  od  infinito  di  ope- 
razioni. Ordine  d'un  gruppo  finito  è  il  numero 
delle  operazioni  in  esso  contenute. 

Un  gruppo  contenuto  in  un  altro  dicesi  un 
suo  sottogruppo. 

Le  operazioni  permutabili  con  una  medesima 
operazione  costituiscono  un  gruppo. 

Sieno  P,  P'  due  operazioni  permutabili  con 
una  stessa  operazione   Q  ;  sarà  : 

PQ=QP,    P'Q=QP', 

e  quindi,  per  la  proprietà  associativa  del  prodotto  : 
(PP)  Q  =  P(F®  à=  P(QF)  =  (P  Q)P' 

sicché  anche  PP'  è  un'operazione  permutabile 
con   Q. 

Le  operazioni  comuni  a  due  gruppi  costituiscono 
un  gruppo. 

Infatti,  se  le  operazioni  P  e  P'  appartengono 
a  due  gruppi,  appartiene  pure  ad  ambi  questi  gruppi 
l'operazione  PP'. 

5.  Se  per  un'operazione  P  esiste  un  valore 
t  =  a  per  cui  la  relazione  : 
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(0~*  p'  =  i 

è  soddisfatta,  ne  esistono  evidentemente  infiniti 
altri;  tali  per  es.  tutti  i  multipli  di  a.  Il  minimo 
fra  tutti  i  valori  t  che  soddisfanno  alla  (i)  dicesi 
ordine  dell'operazione   P.    Per   esempio,  una  rota- 

2  Tu 

zione  dell'ampiezza  di  —    intorno    ad    un   asse  è 

un'operazione  di  ordine  n  *. 

Se  P  e  un'operazione  d'ordine  n  e  Q  un'ope- 
razione qualunque,  la  trasformata  di  P  mediante  Q 
e  pure  d'ordine  n. 

Infatti  : 
(Q-'PQT^Q-PQ.Q-PQ...  Qr'PQ 
^Q-P',Q=Q-1Q=i. 

Se  P  è  un'operazione  di  ordine  n,  ogni  numero 
t  per  cui  P*  ==  i   e  multiplo  di  n. 

Infatti,  se  t  non  fosse  multiplo  di  w,  eseguendo 
la  divisione,  si  avrebbe  : 

t—  q  n  4? ,f$     «  [>  r  >  o, 

quindi  : 

I   =  P'  =  p9"+r  —  pin  pr  —  CPMV  Pr  —  pr 

ciò  che  è  impossibile  perchè  r  <^n. 

Se  P  e  un'operazione  d'ordine  n,  la  sua  inversa 
e  Pn~l  ed  e  pure  d'ordine  n. 


*  È  evidente  che  non  tutte  le  operazioni  hanno  ordine 
finito.  Per  es.,  l'operazione  consistente  nel  moltiplicare  per  un 
numero  intero  m  diverso  da  i  i,  per  quanto  ripetuta,  non 
dà  mai  l'identità. 
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Infatti,  essendo  : 

PPn~1  =  i, 
ne  segue  : 

P"-1  =  P-1  ; 
inoltre,  essendo  n  —  i   ed  n  primi  tra  loro,  il  più 
piccolo  numero  m  per  cui  P"'-I)m  è  una    potenza 
di  PM  è  m  =  n. 

Analogamente  si  trova  : 

pn—h  p—h 

Dunque  :  Se  P  e  un'operazione  d'ordine  n,  si 
può  in  una  sua  potenza  aumentare  o  diminuire  l'e- 
sponente di  un  multiplo  intero  qualunque  di  n  senza 
che  sia  alterato  il  significato  del  simbolo. 

6.  Le  potenze  (d'esponente  positivo,  nullo  e  ne- 
gativo) di  una  stessa  operazione  formano  un  grup- 
po ;  infatti  PrPs  =  Pr+S.  Anche  le  sole  potenze  po- 
sitive formano  un  gruppo,  e  così  le  sole  potenze 
negative. 

Le  potente  d'un  operazione  di  ordine  finito  for- 
mano un  gruppo  finito  il  cui  ordine  e  l'ordine  del- 
l'operazione stessa. 

Fra  le  potenze  d'un'operazione  P  d'ordine  ;/ 
le  sole  : 

p  D2  D«-i  pn j 

e  tutte  queste,  sono  diverse  tra  loro.  Infatti,  se  m 
è  un  numero  diverso  dai  numeri  i,  2,  .  .  .  ,  n,  si 
può  aggiungere  o  togliere  ad  esso  un  multiplo  di 
n  tale  che  il  risultato    coincida  con  uno  di  questi 


ELEMENTI    DELLA   TEORIA    DEI    GRUPPI    D  OPERAZIONI.       7 

n  numeri,  per  es.  col  numero  r,  ed  allora  pm=pr 
(art.  5);  d'altra  parte,  se,  essendo  r,  s  due  dei 
numeri  i,  2,  ...,  w,  fosse  Pr  =  Ps ,  supposto  r ^>  5, 
si  avrebbe  di  conseguenza  F'-'isrn  il  che  è  im- 
possibile, perchè  r  —  s  non  può  essere  né  nullo 
né  multiplo  di  n. 

Il  gruppo  formato  dall'identità  e  dalle  prime 
n  —  1  potenze  di  un'operazione  d'ordine  n  si  dice 
un  gruppo  ciclico. 

Un  gruppo,  le  cui  operazioni  sieno  potenze 
d'una  stessa  operazione  d'ordine  finito,  è  ciclico; 
infatti  si  vede  facilmente  che,  se  Pr  è  la  minima 
potenza  di  P  che  figura  in  esso,  il  gruppo  consterà 
di   tutte  e  sole  le  potenze  di  P' . 

7.  Se  due  potente  d'un  operazione  sono  eguali 
tra  loro,  l'operazione  e  d'ordine  finito. 

Infatti,  se  Pr  =  Ps,  essendo  r  >  s,  ne  segue 
Pr-S=i. 

Le  operazioni  d'un  gruppo  finito  sono  tutte 
d'ordine  finito. 

Infatti,  se  P  appartiene  al  gruppo   G,    appar- 
tengono pure  a  G  tutte  le  sue  potenze;  ma,  poi- 
ché G  contiene  soltanto  un  numero  finito  di  ope- 
razioni, per  es.  n,  è  certo  che  tra  le  operazioni: 
P      p2  P"-1 

ve  ne  saranno    almeno    due   tra   loro    eguali.    Ne 
segue  che  P  è  d'ordine  finito. 

8,  Ogni  gruppo  finito  possiede  le  due  proprietà 
seguenti  : 
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a)  Esso  contiene  l'operazione  identica  ; 

b)  Esso  contiene  l'inversa  di  ogni  sua  opera- 
zione. 

Se  P  appartiene  al  gruppo  finito  G,  essa 
(art.  7)  è  d'ordine  finito  m,  sicché  Pm=i.  Ora 
Pm  appartiene  a  G,  sicché  la  proprietà  a)  è  dimo- 
strata. Inoltre  anche  P"'_I  appartiene  a  G  ;  ma 
P"'-1  è  (art.  5)  l'inversa  di  P,  sicché  risulta  di- 
mostrata anche  la  proprietà  b). 

Non  è  superfluo  far  notare  che  le  proprietà 
a),  b)  non  appartengono  sempre  ai  gruppi  infiniti. 
Per  es.  il  gruppo  formato  (art.  6)  dalle  potenze 
positive  d'un'operazione  d'ordine  infinito  non  pos- 
siede nessuna  di  quelle  due  proprietà. 

9.  L'ordine  d'un  sottogruppo  d' un  gruppo  finito 
e  un  divisore  dell'ordine  del  gruppo  *. 

Sia  G  un  gruppo  d'ordine  »,  H  un  suo  sot- 
togruppo d'ordine  r .  Denotiamo  con  : 

co       ?0  =  i,  p„  p2,  ...,pr_t 

le  operazioni  di  H.  Se   Q,  è  un'operazione  di   G 
diversa  dalle  (1),  le  operazioni  : 
(2)P0Ql  =  QI,    PtQ„    P2Q„  ...,Pr_,Q,, 
le  quali    appartengono  tutte  a  G,  sono  diverse  tra 
loro  e  diverse  dalle  (  1  ).  Infatti,  se  fosse  : 

*  Di  qui  segue  che  un  gruppo,  il  cui  ordine  è  un  nu- 
mero primo,  non  contiene  alcun  sottogruppo,  tranne  sé 
stesso  e  l'identità. 
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ne  seguirebbe  P.  =  Ph  ;  se  fosse  P.  Qi  =  Ph ,  ne 
seguirebbe  P~1Ph  =  Ql ,  il  che  è  impossibile,  per- 
chè, P~l  appartenendo  ad  H  (art.  8),  apparterrebbe 
pure  ad  H  il  prodotto  P~1Ph ,  ossia  Qx . 

Se  G,  oltre  le  (i),  (2),  contiene  ancora  altre 
operazioni,  prendendo  una  di  queste  02  si  potranno 
formare  altre  r  operazioni  : 

PBQ>=Q>,   P,&>   p3Q„  ■  ■  ■ ,  Pr-,Q2 

diverse  tra  loro  e  dalle  (1),  (2).  E  così  di  se- 
guito. Ma  poiché  G  è  un  gruppo  finito,  si  avran- 
no finalmente   tutte   le   operazioni    di    G   raccolte 

ti 
nella  tabella  seguente,  dove  s  =  —  : 

r 

\Q,  =  Q„   P,Q„    p>Q..,  -,Pr„,Q, 
1   *{P0Q,=  Q2,    P,&,    P2Q2,  f,fi»^-Qi 


*  È  chiaro  che,  invece  della  tabella  (X),  possiamo  for- 
mare l'altra  : 

Po=I,  Pi,  K>  •  •  •  ,    K-t 

a  p0  =  e, ,    a  *.-■',    a  *a  >  • . . ,  a  *v-i 

e2 p0  =  e2 .    a ?,.    q2p2,  ...,  q2 pr_x 

Qs-.Po^Qs-,,  Qs-1pl,  cJ,p, ,_».,  a-,^-1, 

dove  le  £),•  possono  essere  diverse  da  quelle  della  (T),  e 
la  distribuzione  delle  operazioni  di  G  nelle  varie  linee  è 
pure  in  generale  diversa. 
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La  relazione  s  —  — ■  mostra  che  n  è  sempre  mul- 
tiplo di  r. 

Se  si  prende  un'operazione  qualunque  di  cia- 
scuna delle  linee  della  tabella  (X),  si  dice  che  queste 
operazioni  formano  un  sistema  di  rappresentanti 
del  gruppo   G  rispetto  al  sottogruppo  H. 

Il  numero  s  delle  linee  della  tabella  (T)  è 
Vindice  del  sottogruppo  H  rispetto  al  gruppo  G; 
esso  è  il  rapporto  degli  ordini  dei  due  gruppi  quan- 
do questi  sono  finiti.  Anche  un  gruppo  infinito 
può  avere  sottogruppi  di  indice  finito. 

io.  Se  Gè  un  gruppo  finito  d'ordine  n,  e 
P  è  una  sua  sostituzione,  il  cui  ordine  sia  ra,  il 
gruppo  ciclico  (art.  6)  d'ordine  m  generato  da  P  è 
un  sottogruppo  di  G,  quindi  (art.  9)  m  è  un  divi- 
sore di  n.  Dunque  :  L'ordine  d'una  sostituzione  ap- 
partenente ad  un  gruppo  finito  e  un  divisore  del- 
l'ordine del  gruppo. 

1 1 .  Abbiansi  due  sottogruppi  Gx ,  G2  di  in- 
dici st ,  s2  d'un  medesimo  gruppo  finito  G.  Se  G, 
è  il  gruppo  (art.  4)  delle  operazioni  comuni  a  G1 , 
G2,  e  se  5  è  l'indice  del  sottogruppo  G,  di  G, 
vogliamo  dimostrare  che  s .  /ss. 

Diciamo  n  l'ordine  di   G,  e  poniamo: 

risi  s»  (i  =  1,  2,  3). 

Sieno  : 

1       P  P 


r ,  —  1 
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le  operazioni  di   G1 ,  e  fra  queste  le  i,  Pt ,  ...  Pr 

costituiscano  G^.  Formiamo  per  il  sottogruppo  G 
il  quadro  (T): 

K,        p>,       •  •■,p„_. 

G,",      P.2,,      P.G.;     •••,^,-.2. 
2      ,    PO      ,    PO      ,  ...,  P     0      , 

scegliendo,  fin  che  è  possibile,  le  Q.  in  modo  che 
appartengano  a  G2  ;  e  le  Q.  contenute  in  G2  siano 
2:  >  225  »•'»«  Q/  _i  •>  d°ve  evidentemente  fr  ^^T. 
Il  quadro  : 

i,       p„       p>,       •  ••,•?,_, 
a,    p.'c    p.a,    •••,p,'_,2, 

e,,_,-  pg„-,  ^a,_,,  •••,p,_I2,,_I 

conterrà  tutte  le  operazioni  di   G2 ,   sicché  sarà  : 
r  t  =±  r  . 

5    x  2 

Ne  segue: 
ossia  : 

12.  Se  «  trasformano  tutte  le  operazioni  di  un 
gruppo  mediante  una  stessa  operazione,  si  ottiene 
ancora  un  gruppo,  che  si  dice  il  gruppo  trasfor- 
mato di  esso  mediante  questa  operazione. 

Infatti,  se  P[ ,  P'2  sono  le  trasformate  di  P1 
e  di  P2  mediante  una  stessa  operazione   Q,  PJ  P'2 
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è  la  trasformata  di  Px  P2  mediante  0,  giacché  dalle  : 
si  deduce: 

Or1  p,p2q  =  Q-1  PtQQ-1  p2q  =  p;  p;  . 

Può  accadere  che  il  trasformato  di  G  mediante 
un'operazione  Q  sia  identico  a  G;  in  tal  caso  si 
dice  che   G  è  permutabile  coll'operazione   0. 

Se  il  gruppo  dato  e  ciclico,  lo  e  anche  il  suo 
trasformato.  Infatti,  se  Pr  è  la  forma  generale  delle 
operazioni  del  gruppo,  e   0_I  PQ=  P\  sarà: 

OrsPrQ=QrlPQ-Q'lPQ  •••  Qtipq  =  p". 

Se  il  gruppo  considerato  è  un  sottogruppo  H 
d'un  certo  gruppo  G,  e  se  Q  appartiene  a  quest'ul- 
timo gruppo,  anche  il  trasformato  di  H  mediante 
<2,  che  può  denotarsi  con  Q~lH  0,  è  un  sot- 
togruppo di   G. 

I  sottogruppi  H  e  Q_1  H  Q  si  dicono  equi- 
valenti. In  particolare,  se  R  è  un'operazione  del 
gruppo,  le  operazioni  R  e  Q_I  R  0  si  dicono  equi- 
valenti. 

Se  il  gruppo  considerato  contiene  l'identità  e 
l'inversa  di  ogni  sua  operazione,  l'equivalenza  ha 
le  tre  proprietà  fondamentali  dell'eguaglianza.  In- 
fatti : 

a)  Ogni  sottogruppo  e  equivalente  a  se  stesso  ; 
infatti  : 

b)  Se  H  e  equivalente  ad  H',  H'  e  equivalente 
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ad  H;  infatti  se: 

0-'HO  =  H', 
ne  segue: 

'  H=OH'Q-=(Q-y>H'(QT'), 
che  esprime  l'equivalenza  di  H'  ad  H,  essendo  Q  ' 
un'operazione  appartenente  al  gruppo. 

e)  Se  H  e  equivalente  ad  H'  ed  H'  ad  H" , 
H  e  equivalente  ad  H" ;  infatti  dalle: 

q-'HQ  =  h;    q-'H'Q'  =  h- 

segue  : 

Q-'Q-'HQQ'  =  H", 
ossia  : 

(QQT'H(QQ')  =  H", 
che  esprime  l'equivalenza  di    H   ad   H"y    essendo 
Q  Q  un'operazione  del  gruppo. 

Può  accadere  che  i  due  gruppi  H  e  Q"1  H  Q 
coincidano  tra  loro;  per  es.  ciò  accade  di  neces- 
sità quando  Q  è  un'operazione  di  H  e  H  ha  le 
proprietà  a),  b)  dell'art.  8.  Se,  comunque  si  prenda 
l'operazione  Q  in  G,  i  sottogruppi  H  e  Q_I  H  Q 
sono  identici,  si  dice  che  ff  è-  un  sottogruppo 
invariante  di   G. 

13.  Se  He  un  'sottogruppo  non  invariante  di 
G,  può  sempre  determinarsi  un  sottogruppo  K  di  G 
contenente  H,  e  rispetto  al  quale  H  sia  un  sotto- 
gruppo invariante. 

Osserviamo  anzitutto,  che  l'insieme  delle  ope- 
razioni di  G  aventi  la  proprietà  di  trasformare  H 
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in  sè  stesso  costituisce  un  gruppo  K.  Infatti  dalle  : 

QT'HQ^H,    q~'hq2  =  h 

segue  : 

Q-'QrHQ^^H, 

che  può  scriversi  : 

(  e,  &)-#(&&)=#• 

Il  gruppo  K  or  ora  definito  contiene  H,  giac- 
ché —  come  si  è  osservato  poc'anzi  —  ogni  opera- 
zione di  H  trasforma  H  in  sè  stesso  ;  inoltre  H  è 
evidentemente  un  sottogruppo  invariante  di  K. 

Può  anche  notarsi  che  K  è  il  massimo  sotto- 
gruppo di  G  rispetto  al  quale  H  sia  sottogruppo 
invariante. 

Sieno  i,  Qt,  Q2,  ...,  Qri  le  operazioni 
di  K,  e  costruiamo  per  questo  sottogruppo  il  qua- 
dro (  T),  dove  r  s  —  w,  ordine  di  G  : 

i,     a,      a,  •••,     Qu 


'5—1 


È  facile  vedere  che  le  operazioni  d'una  stessa 
linea  di  questo  quadro  trasformano  H  in  uno 
stesso  sottogruppo  equivalente  ;  infatti,  tenuto  conto 
che: 

jJWft«H     (*=i,2,...,r-i), 

si  ha: 

(i  =   I,    2,    .  .  .  ,   t  —   I), 
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dove,  come  si  vede,  il  risultato  è  indipendente  da 
h.  Dunque  : 

II  numero  dei  sottogruppi  diversi  equivalenti  ad 
H,  compreso  H  stesso,  e  5,  ossia  è  eguale  all'indice  di 
K.  Questo  numero  perciò  è  sempre  un  divisore  di  n. 

Il  sottogruppo  costituito  dalle  operazioni  comuni 
a  tutti  i  sottogruppi  tra  loro  equivalenti  è  un  sot- 
togruppo invariante,  giacché  è  equivalente  soltanto 
a  sé  stesso. 

14.  Sieno: 

Me*.  K  p,,r,'hM  Me,  Qo  qJ-,q^.,) 

due  gruppi  finiti  di  operazioni,  e  qualunque  ope- 
razione del  primo  gruppo  sia  permutabile  con  qua- 
lunque operazione  del  secondo.  Le  operazioni  : 

*.      p,        K,      •  ■•,■?_, 

&,      Q,p„      G,p„    ■'•-,  &*•«_, 

{Q„    Q,pt,     q2p2,  ...,&?_, 

fi,,-,    Q„-,p,,    Q...P,,  ■■■,  Q.^p,m 

costituiscono  un  gruppo  Gmn ,  di  cui  Gm ,  Gn  sono 
sottogruppi  invarianti.  Infatti  si  ha  anzitutto: 

QiP„QkP>  =  Q.iQ>P„Pl  =  QrPt, 

in  secondo  luogo  : 

(  QAT'P.i  QA)=p;'  QT'P,  Qfh=P;lP,Ph=P„ , 
=  PVQ.TQ.,QiPh=QTQtQi  =  Qr. 

Noi  vogliamo  vedere  come  dai  sottogruppi  di 
Gmì   Gn  possano  dedursi  quelli  di  Gmn. 
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Sieno  : 

Gll  =  (i,  P„  P2,  ...,  P^,), 

gv=(i,  e,,  q2,  ...,  &_,) 

due  sottogruppi  rispettivamente  di  Gm ,   GM .  Le  o- 
perazioni  : 

(i,      p„       K>      ■■■>**-, 

\Q„      Q,p„      Q,p„    ■■■,Q,P^, 
(2)  {&,      &*.,      Q2p„    •••,<22Pll_, 

ì  2»-,,  a_,p,  e»_,P,,  •••,  &_>„_, 

costituiscono  un  sottogruppo  G  di  Gww,  che  può 
dirsi  ottenuto  mediante  combinazione  dei  sotto- 
gruppi G  ,  Gv .  Non  può  asserirsi  però  recipro- 
camente che  ogni  sottogruppo  di  Gmn  risulti  per 
combinazione  di  due  sottogruppi  rispettivamente  di 
Gw,  Gn.  Sia  G  un  sottogruppo  di  Gmn}  e  sieno 
G  ,  Gv  i  massimi  sottogruppi  comuni  ad  esso 
rispettivamente  con  Gm,  Gn;  il  gruppo  G  con- 
terrà evidentemente  il  gruppo  G  .  Se  p  =  [f  v,  i 
due  gruppi  sono  identici.  Se  invece  p  ]>  [/,  v,  G 
contiene  altre  operazioni  oltre  quelle  della  tabella 
(2).  Sia  QiPh  un'operazione  di  GQ;  esso  conterrà 
ancora  le  : 

ora  PhP^  PhP2,  ...  ,  PhP^  sono  {/.  — 1  opera- 
zioni di  Gm  che  indicheremo  con  Phl ,  P/,, , ... ,  ?*«_, , 
sicché   possiamo    dire   che,  se  G    contiene  QiPh, 
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contiene  altre  pt  —  i   operazioni  : 

QiPh;       (;=*,  2,  ...,  {j.~  1). 

Non  ne  può  contenere  altre  per  cui  i  abbia 
lo  stesso  valore;  infatti,  se  in  G0  vi  fosse  un'altra 
operazione  <2;Pfe,  dove  k  si  suppone  diversa  da 
tutte  le  h .  j  posto  P7,  =  Pk  P, ,  sarebbe  necessaria- 
mente /  >  j/.  —  1 ,  e  G  dovrebbe  contenere  anche 
l'operazione  : 

mentre,  per  ipotesi,  le  sole  operazioni  P  in  esso 
comprese  sono  le  i,  Pi ,  P2,  .  .  .  ,  P  .  Dunque 
può  concludersi  che,  se  G  contiene  un'operazione 
d'una  linea  della  tabella  (i),  esso  ne  contiene  pre- 
cisamente [/..  Ad  un'analoga  conclusione  può  giun- 
gersi rispetto  alle  colonne  della  stessa  tabella.  Per- 
tanto, se  p  >  {/.  v,  G  contiene,  oltre  agli  elementi 
(1),  altri  elementi  che,  con  opportuni  mutamenti 
d'indici,  possono  designarsi  come  segue: 


(3) 


\      ^v-i-^p.?        9C2V-.  1  ")/.+%  9    •••?     XL2V-1   "2p._i  ' 

E  così  via.  I  rettangoli  (2),  (3),  etc.  sono  con- 
tenuti nel  rettangolo  (1),  e  stanno  tutti  intorno 
ad  una  medesima  obliqua  come  diagonale,  come  è 
indicato  nella  figura,  in  cui  si  è  supposto: 
ra  =  8,  w  =  6,  [A  =  vr=2,  0  =  12  =  3X4? 
e  si  sono  indicati  con  punti  gli  elementi  di  G    , 

VlVANTI.  ■> 
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marcando  più  fortemente  quelli  che  appartengono 
a  G  • 


•  •  .  . 


Posto  p  =  0  [j.  v,  possono  prendersi  come  rap- 


a  G      le  operazioni: 

■  •  -  •>   \l(Q—i )v  "(0-i in- 


formano un  sotto- 


presentanti di   G0  rispetto 

Le  lj"x ,   "2,  •  •  •  ,   "(6-djji 

gruppo  G6  di  Gw .  Che  queste  operazioni  forma- 
no un  gruppo,  si  vede  come  segue.  Se  Q;P;j,  QkPi 
sono  due  operazioni  di   Gr ,  sicché  : 

2,^(6- !)(J.,    '/^(9_i>, 
anche  : 

appartiene  a  Grj ,  sicché  s  zL  (0  —  i  )ji  ;  cioè  il  pro- 
dotto di  due  operazioni  P.  [j  Zi  (0  —  i)[/.]  è  un'o- 
perazione dell'insieme  stesso. 

Parimenti  le  I,  Qt ,  02 ,  . . .  ,  Q,e_I)v  formano 
un  sottogruppo   G6v  di   Gn . 

Per  combinazione  dei  sottogruppi  G6  ,  G6v  di 
Gm  e  di  GM  si  ottiene  un  sottogruppo  Ge2[AV  =  Ge0 
di    G      contenente  G    come  sottogruppo  *,  ed  è 


*  Esso  sarebbe  rappresentato  nella  figura  da  un  rettan- 
golo di  dimensioni  6,  6  avente  un  vertice  nel  vertice  supe- 
riore di  sinistra  del  rettangolo  principale. 
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questo  evidentemente  il  minimo  sottogruppo  com- 
binato avente  tale  proprietà. 

Dunque,  dato  un  sottogruppo  G  non  otte- 
nibile per  combinazione,  si  può  costruire  un  sot- 
togruppo combinato  G  che  è  contenuto  in  esso, 
ed  un  altro  G()2  che  lo  contiene.  Perciò  i  sotto- 
gruppi non  combinati  si  chiamano  intermedi,  e  può 
dirsi  che  i  sottogruppi  di  Gitm  o  sono  combinati  o 
sono  intermedi. 

E  da  osservarsi  che  G  è  sottogruppo  inva- 
riante di  G6[A .  Infatti,  se  Pi  appartiene  a  G  e  Pk 
a  G6  ,  esiste  in  G0  un'operazione  Qh  Pk ,  e  quindi 
appartiene  pure  a  GQ  la  : 

ma  G^  è  il  massimo  sottogruppo  comune  a  G0, 
Gm ,  quindi  P} ,  che  appartiene  ad  ambidue,  fa 
parte  di  G^.  Parimenti  Gv  è  sottogruppo  inva- 
riante di  G0V .  Se  ne  deduce  immediatamente  che 
GiJlv  è  sottogruppo  invariante  di  G62  v,  e  quindi 
di  G?: 

Osserviamo  ancora,  che  come  rappresentanti 
di  G6(J_  rispetto  a  G  e  di  G6v  rispetto  a  Gv  pos- 
sono prendersi  rispettivamente  le  operazioni: 

Dopo  ciò,  dati  due  gruppi  Gw,  Gw  e  presi 
due  loro  sottogruppi  G  ,  Gv ,  si  cerchi  di  costruire 
due  sottogruppi  G  , ,  Gv,  di  GHl ,  GM  contenenti  ri- 
spettivamente G  ,  Gv  come  sottogruppi  invarianti,  e 
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tali  che  i  loro  ordini  siano  proporzionali  a  [A,  v.  Po- 
sto u/=8p.,  v'=0v,  si  scelga  un  sistema  di  rappre- 
sentanti i,  P^?  P2Vt,  . .  .  ,  P^_I)p  di  GQ|,  rispetto  a 
G^,  ed  uno  di  rappresentanti  I,  Qv,  02V,  ...,  2(e_I)v 
di  G0V  rispetto  a  Gv .  Mediante  questi  elementi  noi  • 
potremo  costruire  un  sottogruppo  intermedio  di 
Gmn\  ed  è  chiaro  che  se,  tenuto  fermo  per  es. 
l'ordine  dei  primi  rappresentanti,  variamo  quello  dei 
secondi,  otterremo  in  generale  sottogruppi  inter- 
medi diversi. 

15.  Ogni  gruppo  contiene  almeno  due  sotto- 
gruppi invarianti,  cioè  sé  stesso  e  il  gruppo  costi- 
tuito dalla  sola  identità.  Se  un  gruppo  non  con- 
tiene, oltre  questi,  altri  sottogruppi  invarianti,  esso 
dicesi  semplice;  nel  caso  contrario  si  dice  composto. 

Ogni  gruppo  finito,  il  cui  ordine  e  un  numero 
primo,  e  semplice  (v.  art.  9).    • 

Un  gruppo  si  dice  transitivo  rispetto  ad  una 
determinata  classe  di  enti,  se,  dati  due  enti  qua- 
lunque di  questa  classe,  esiste  sempre  nel  gruppo 
un'operazione  per  la  quale  si  passa  dall'uno  all'altro 
di  essi;  nel  caso  opposto  si  dice  intransitivo. 

16.  Se  fra  due  gruppi  G,  G'  può  stabilirsi 
una  corrispondenza  tale,  che  ad  ogni  operazione 
di  G  corrisponda  in  G'  un'unica  operazione,  e  che 
al  prodotto  di  due  operazioni  di  G  corrisponda  il 
prodotto  delle  due  operazioni  corrispondenti  di  G', 
si  dice  che  i  due  gruppi  sono  isomorfi.  L'isomorfi- 
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smo  dicesi  oloedrico  quando  ad  operazioni  differenti 
di  G  corrispondono  sempre  operazioni  differenti 
di  G',  meritar ico  nel  caso  contrario. 

Due  gruppi  oloedricamente  isomorfi  sono  iden- 
tici tra  loro  dal  punto  di  vista  formale,  e  non  pos- 
sono differire  se  non  per  la  natura  delle  opera- 
zioni di  cui  sono  composti.  Se  sono  finiti,  hanno 
lo  stesso  ordine. 

Nell'isomorfismo  all'identità  in  G  corrisponde 
l'identità  in  G'.  Supponiamo  infatti  che  alla  i  di 
G  corrisponda  in  G'  un'operazione  Q  diversa 
dalla  i  ;  allora,  se  P,  P'  sono  due  operazioni  cor- 
rispondenti di  G,  G',  alla  i  .P  =  P  in  G  dovrebbe 
corrispondere  in  G'  la  QP',  che  è  diversa  dalla 
Pf.  Ora,  se  l'isomorfismo  è  meriedrico,  vi  sono  più 
operazioni  di  G  aventi  come  corrispondente  in  G' 
l'identità.  Tali  operazioni  formano  un  gruppo,  giac- 
ché, se  a  P,  <2  corrisponde  in  G'  la  i,  anche  a 
PQ  corrisponde  la  i.  Di  più  questo  gruppo,  che 
vogliamo  indicare  con  Go ,  è  un  sottogruppo  inva- 
riante di  G  *;  infatti,  se  P  è  un'operazione  di  G0 
e  Q  un'operazione  qualunque  di  G,  e  se  Q'  è  la 
operazione  corrispondente  a  0  in  G',  all'opera- 
zione 0_I  P  Q  di  G  corrisponde  in  G'  l'operazio- 
ne Q~l  i  Qf  =  i,  sicché  anche  <2_IP  Q  appartiene 


*  Di  qui  segue  che,  se  G  è  semplice,  l'isomorfismo  non 
può  essere  meriedrico. 


22  SOSTITUZIONI    LINEARI. 

a  Go .  È  facile  poi  vedere  che,  se  all'operazione  R  di 
G  corrisponde  in  G'  la  R',  l'insieme  delle  opera- 
zioni di  G  corrispondenti  alla  R'  si  ottiene  molti- 
plicando per  R  le  operazioni  di  G0 .  Di  qui  segue 
che  l'ordine  di  G0  è  il  quoziente  degli  ordini  di  G 
e  di  G'.  Questo  quoziente  si  dice  grado  di  merie- 
dria;  se  esso  ha  il  valore  2,  l'isomorfismo  si  dice 
emiedrico. 

Sostituzioni  lineari. 

17.  Noi  dobbiamo  applicare  le  cose  esposte 
ad  una  classe  importante  di  operazioni  :  quella 
delle  sostituzioni  lineari. 

Dicesi  sostituzione  lineare  quell'operazione,  per 
cui  si  passa  da  un  valore  qualunque  £  ad  un  altro 
%'  legato  ad  esso  da  una  relazione  della  forma  : 

dove  le  a,  (i,  y,  h  sono  quantità  reali  o  complesse 
soggette  all'unica  condizione  : 
(2)  aS-jiy#o. 

La  sostituzione  (1)  si  denota  talvolta  breve- 
mente con  : 


G& 


la  quantità  a 8  —  (iy  dicesi  il  determinante  della  so- 
stituzione. 

Osserviamo  che,   qualunque  sia  e,  purché  di- 
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verso  da  zero,  si  ha  sempre  : 

«  ,     fe3)-GÓ- 

Ne  segue,  tenuto  conto  della  (2),  che  si  può 
sempre,  senza  alterare  il  significato  d'una  sostitu- 
zione lineare,  porla  sotto  forma  tale  che  sia  : 
(4)  aà  — fW=i. 

Noi  diremo  sostituzione  unitaria  una  sostitu- 
zione lineare  il  cui  determinante  è  1,  e  supporremo 
in  generale,  salvo  avvertenza  in  contrario,  che  le 
sostituzioni  con  cui  avremo  a  fare  sieno  unitarie. 

Risolvendo  la  (  1  )  rispetto  a  ^,  si  ha  : 

(5)  ,=-"-' 


e  scambiando  x!  con  \ : 


X. 


8* 


che  è  l'operazione  inversa  della  (1).  Dunque:  L'o- 
perazione inversa  d'una  sostituzione  lineare  e  una 
sostituzione  lineare. 

Per  a  =  $=i,  (i  =  y  —  o  la  (1)  diviene 
;('  =  Xs  àie  è  la  sostituzione  identica. 

Risulta  chiaramente  dalle  (1),  (5),  che  una 
sostituzione  lineare  fa  corrispondere  ad  ogni  va- 
lore di  x.  uno  etì  un  solo  valore  di  £',  e  ad  ogni 
valore  di  7^  uno  ed  un  solo  valore  di  $ 

Adottando  la  solita  rappresentazione  geome- 
trica dei  numeri  complessi,    può    considerarsi  una 
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sostituzione  lineare  come  una  trasformazione  biu- 
nivoca dei  punti  d'un  piano  in  quelli  d'un  altro, 
od  anche  —  quando  ^  e  ^'  si  rappresentino  nello 
stesso  piano  —  come  una  trasformazione  biunivoca 
di  un  piano  in  sé  stesso.  In  tale  trasformazione, 
come  in  qualunque  altra  del  tipo  : 

<  =m, 

dove  /(^)  rappresenta  una  funzione  della  variabile 
complessa  ^  nel  senso  di  Cauchy-Riemann,  le  am- 
piezze degli  angoli,  come  è  noto,  si  conservano. 

18.  Data  una  sostituzione    lineare   non   iden- 
tica : 


■tf+.p 


(I)  tfn^r 

possiamo  domandarci  se  esista  qualche  valore  % 
che  sia  eguale  al  corrispondente  valore  £'.  Facendo 
nella  (i)  x!  =  &  essa  diviene  : 

(2)  T^+(^_a)t_J,  =  0, 

equazione  la  quale  nel  caso  già  escluso  della  sosti- 
tuzione identica  (x.  =  o  =s  i,  ji  sa  y  =  o)  si  riduce 
ad  un'identità,  e  in  ogni  altro  caso  ha  due  radici 
distinte  o  no.  Dunque  : 

Una  sostituzione  lineare  non  identica  lascia 
invariati  uno  o  due  valori  di  £.  Tali  valori  si  di- 
cono poli  della  sostituzione. 

19.  Consideriamo  alcuni  tipi  speciali  di  sosti- 
tuzioni : 
a)  i'=^-\-h. 
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Tutti  i  punti  del  piano  vengono  trasportati  di 
un  vettore  eguale  ad  b,  e  perciò  la  sostituzione 
dicesi  traslazione.  Ogni  figura  conserva  la  propria 
forma.  La  sostituzione  ha  un  unico  polo,  che  è  il 
punto  all'infinito  del  piano  *. 

b)  t"r=*X- 

Posto  : 

:(  =  ?£%     $<~zt'e%     k  =  ceicf; 
si  ha  : 

YrFCh      <p'  =  <p-f-a. 

Quindi  il  raggio  vettore  d'ogni  punto  viene 
moltiplicato  per  una  quantità  costante,  e  l'argo- 
mento viene  aumentato  di  una  quantità  costante; 
si  ha  cioè  una  trasformazione  per  similitudine  ri- 
spetto  all'origine  accompagnata  da  una  rotazione.; 
intorno  all'origine  stessa.  Diremo  per  brevità  tor-\ 
sione  la  sostituzione  considerata.  I  suoi  poli  sono 
l'origine  e  il  punto  all'infinito. 

Casi  particolari  della  torsione  sono  la  rotazione, 
che  corrisponde  all'ipotesi  c==l,  e  l'estensione,  che 
corrisponde  all'ipotesi  a  ==  o. 

0  ^-i; 

Posto  : 

i  =  x  -f  iy,    f  =  x'  -f-  iy\ 


Non  si  deve  dimenticare,  che  nella  teoria  delle  fun- 
zioni di  variabili  complesse  si  considera  il  piano  come  avente 
un  solo  punto  all'infinito. 
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si  ha 


v'=;^b,    *'*-&"■ 


Da  quest'ultima  relazione  risulta  che  la  sosti- 
tuzione considerata  trasforma  l'interno  del  cerchio 
di  raggio  i  col  centro  nell'origine  nel  suo  esterno 
e  viceversa  e  la  circonferenza  in  sé  stessa.  Essa 
dicesi  perciò  inversione.    I    suoi    poli  sono  i  punti 

±1 

L'equazione  : 
a  (x2  -f-  y2)  -J-  2  (b  x  -f-  cy)  -\-  d  s=  0 
rappresenta  in  generale  un  cerchio,  il  quale  si  ri- 
duce ad  una  retta  se  a  ==  o. 

Applicando  la  sostituzione  considerata  si  ot- 
tiene : 

d(x2  +/0  +  2(—  bx'  -f-  cy*)  -\-a  =  o, 
che  rappresenta  pure    un   cerchio,    o    per   è  ?= O, 
una  retta.  Dunque,  se  si  considera  la  retta   come 
un  caso  particolare  del  cerchio,  può  dirsi  che: 

L'inversione  muta  i  cerchi  in  cerchi. 

Questa  proprietà  di  mutare  i  cerchi  in  cerchi 
appartiene  evidentemente  anche  agli  altri  2  tipi  di 
sostituzioni  considerati. 

20.  Abbiansi  due  sostituzioni  lineari: 

che  indicheremo  con  5,  S'.  La  5  muta  £  in: 
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la  S'  muta  £'  in  : 
„  =  »Y+E'  _  (''»  +  t>'T)t  +  («'t>  +  t>'8). 

YT+*    (y'*  +  ^t)5  +  (y'#  +  *'S)' 

quindi  l'operazione  5  5'  muta  ^  in  : 

(»'»  +  E'Tk  +  («'P  +  P'S) 

Di  qui  si  vede  che  il  prodotto  di  due  sostitu- 
zioni lineari  e  una  sostituzione  lineare,  la  cui  espres- 
sione è  data  dalla  formola  seguente: 

Scambiando  la  5  colla  S'  si  ha  di  qui  : 

donde  risulta  che  in  generale  le  operazioni  SS' 
e  5'  5  sono  diverse. 

21.  Ogni  sostituzione  lineare  può  esprimersi 
come  prodotto  di  traslazioni,  torsioni  ed  inversioni. 

Può  verificarsi  infatti  che  si  ha,  tenuto  conto 
delle  (3),  (4)  dell'art.   17  : 

(;§)=(:  j)(:r;)(:  ?)(;;); 

delle  sostituzioni  che  figurano  nel  secondo  membro 
la  prima  e  l'ultima  sono  traslazioni,  la  seconda  è 
un'inversione,  la  terza  una  torsione.  Ne  segue 
(art.  19),  considerando  sempre  la  retta  come  un 
caso  particolare  del  cerchio,  che  : 
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Qualunque  sostituzione  lineare  muta  i  cerchi 
in  cerchi. 

22.  Dati  due  triangoli  a  lati  rettilinei  o  circo- 
lari aventi  gli  angoli  rispettivamente  eguali,  esiste 
una  sostituzione  lineare  che  trasforma  l'uno  di  essi 
nell'  altro. 

Sieno  AB  C,  AiBiCi  i  due  triangoli,  e  gli 
angoli  omonimi  sieno  eguali  *. 

Se  i  lati  AB,  AC,  AiBi,  A1CI  sono  retti- 
linei, con  una  traslazione  T  si  porterà  il  punto  A 
sul  punto  Ax ,  poi  con  una  rotazione  R  si  farà 
coincidere  il  lato  AB  col  lato  AlBi;  allora,  per 
l'eguaglianza  degli  angoli,  il  lato  A  C  coinciderà 
col  lato  AxCx,  e  le  figure  ABC,  AìBiCi  saran- 
no omotetiche,  sicché  con  una  estensione  H AB  C 
si  muterà  in  AiBìCi .  Dunque  nel  caso  considerato 
ABC  si  trasforma  in  AiBxCi  mediante  la  sosti- 
tuzione lineare  TRH. 

Se  AB,  AC  non  sono  ambidue  rettilinei, 
detto  D  il  secondo  punto  d'incontro  dei  cerchi,  o 
del  cerchio  e  della  retta,  di  cui  questi  due  lati  fan- 
no parte,  ogni  sostituzione  S  che  muta  D  nel 
punto  all'infinito  muterà  AB  C  in  un  triangolo 
A'B'C  coi  lati  A'B',  A'C  rettilinei.  Indicando 
con  Sv  una  sostituzione  analoga  rispetto  ad  ABxCx, 
con  A\  B[  C[  il  triangolo  in  cui  esso  si  trasforma, 


*  Omettiamo  la  figura,  che  è  semplicissima. 


una  sostituzione  lineare  avente 


r^ 
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A'B'C  si  trasformerà  in  A[B\  C\  mediante  una  so- 
stituzione TRH,  e  quindi  AB C  in  AiBiCi  mediante 
la  sostituzione  S  TR  H S~* , 

23.  Sia  (*|) 

due  poli  distinti.  Questi  poli,  che  indicheremo  con 
p,  q,  avranno  l'espressione  :  *$}  tl^o  -  M^*  t  ^ec 

p)  _  a_^-j-l/(a_^-[-4^Y  __  a_.^-j-t/(a-)-^-_4 

q\~  2y         ^  2y.  " 

Poiché  p,  j  soddisfanno  all'equazione  (2)  del-\  «^ 
l'art.   18,  sarà  : 

Y/>2  + (*-*>- !>  =  <>,    Y?2  +  0*-a)?- (*  =  <>,      ^ 

da  cui  : 

-K* -"£)  =  ?-*/>,    -?(«-y?)  =  P-*?- 

Ne  segue  : 

t-p  =  ^  +  'j    p  =  (g-riO*  +  (P-*jQ 

Y^  +  8  T^+^ 

_(«-T/0fc-/0 

I      *  > 

ft    ?  =  a^+fr    g==(*-Ygk+o*->y) 

Y*  +  *  Y*+s 

=  (a  —  Tg)fa—  g) 

Y^+* 
da  cui  : 


dove 


<-r 
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e^y—  yp=    (y—  vi)2    =       («-  tf)a 

D'altra  parte  si  ha  : 
quindi  :  ^^ 

*2  -  *i(è  +  i)  +  fPi  =  **- f*t  =  :> 

e  : 


(«-Ttì2- 


«  -j-  8  —  ^  -+- 


*y  -  4Ì  • 


2 

La  sostituzione  (i)  prende  denominazioni  di- 
verse a  seconda  dei  diversi  valori  di  0. 

Se  |0|  =  I,  la  sostituzione  si  dice  ellittica;  se 
6  è  reale  e  positivo,  iperbolica;  in  ogni  altro  caso 
lossodromica. 

24.  Se  a  -f-  5  è  rgàfe,,  Z#  sostituzione  non  può 
essere  lossodromica. 

Sia  dapprima  |x  -)-  &|  J>  2;  allora  6  è  reale,  e 
la  sostituzione  è  iperbolica. 

Sia  invece  |a-f-^|  <^2  **;  posto  a-j-à  =  2&, 


*  Se  y  =  °)  uno  dei  poli,  p.  es.  q,  è  all'infinito,  e  la  so- 
stituzione assume  la  forma  più  semplice  : 

dove  0  =  a2  . 

**  Se  a  -j-  8  è  reale,  non  può  essere  |tt  -f-  8|  =  2,  giac- 
ché ne  seguirebbe  (x  -j-  8)2  =  4,  e  i  due  poli  non  sarebbero 
distinti. 
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dove  \k\  <^  1,  si  ha: 

0  =  (k-i]/T^Y2)2; 
ora  : 


\k  —  ìYi  —  k2\  =r  yk2  4-  (1  —  k2)  =  1, 

quindi  |0|  —  i,  e  la  sostituzione  è  ellittica. 

£/»#  sostituzione  lossodromica  e  il  prodotto  d'una 
sostituzione  ellittica  e  d'una  sostituzione  iperbolica. 

Infatti,  se  0  =  e  eLa,  la  sostituzione  : 

z!  —  q       i  —  q 

è  il  prodotto  delle    due    altre,  prese  in  un  ordine 
qualunque  : 

~P  __j**.-P       <~P  -A-P 


<  —  q        z.  —  q'    <  —  q~i  —  q' 

di  cui  la  prima  è  ellittica,  la  seconda  iperbolica. 

25.  Sia  ora  [\\  una  sostituzione  lineare  i 

cui  poli  coincidano.  La  condizione  perchè   ciò  av- 
venga è  : 

*  +  *  =  ±  2, 

e  l'unico  polo  r  è  dato  da  : 

donde  : 

a  —  y  r  ss  y  r  -{-  8. 
Inoltre  si  ha  (cfr.  art.  23)  : 

—  r  (a  —  y  f  )  =  P  —  ^  r- 
Ne  segue: 
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„,     r  =  «  *  +  P     r  =  ( *  -  T  0 1  +  (  P  -  >  0 

_  (a  —  rOfa  —  0 

_    0  —  yOCc— 0    =    (*  —  rOfe— 0 
fft— 0+(Yf+8)     rfe-0+O-YO' 

da  cui  : 


1  i        * 


dove  : 


-  r  '  tì  —  r 


Y  2  Y  . 

a  — yr       a  _^  ^ 


Le  sostituzioni  aventi  un  unico  polo  si  dicono 
paraboliche,. 

I  risultati  di  questo  articolo  e  del  precedente 
mostrano  che  la  specie  di  una  sostituzione  (uni- 
taria) dipende  dal  valore  della  somma  dei  suoi 
due  coefficienti  estremi. 

26.  La  trasformata  d'una  sostituzione  mediante 
un'altra  qualunque  e  della  stessa  specie  della  sosti- 
tuzione primitiva. 

Sieno  : 

due  sostituzioni  qualunque.  Poiché  (art.   17): 
si  ha  (art.  20)  : 
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*-  \y  d  —  6  e     —  y  b  -f  8  a  f  ' 

e  quindi  : 

(a#d — $ac-\-ybd — S&;     — y.ab-\-{ia2 — ^b2~\~ì)ab  \ 
KtìMf^-f-^*— foà      —*bc-\-$ac—*{bd\-}>adp 
sicché,  posto  : 

si  ha  : 

f  yj  =  xad  —  $ac-\-ybd  —  \bc 

\<y  =  —  y.ab  +  $a2  —  *(b2-{-ì)ab 

^    y('  =  y.cd  —  <;>c2  +  *(d2  —  })cd 

\V  =  —  %bc-\-$ac  —  y'bd-f-'ti.ad. 

Di  qui  segue,  tenuto  conto  che  ad  —  bc=  i  : 
a'  -f  S'  =r«  -f  fr, 

relazione  che  dimostra  il  teorema. 

27.  Il  significato  geometrico  delle  sostituzioni 
lineari  risulta  più  chiaro  mediante  un  cambiamento 
di  variabile. 

Consideriamo  dapprima  la  sostituzione  a  due 
poli  : 

K  J  i—q       i—q 

e  introduciamo  la  nuova  variabile  Z  legata   alla  ^ 
dalla  relazione  : 
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La  (i)  diviene  : 
(2)  Z'  =  0Z. 

Consideriamo  la  sostituzione  : 

Z'  =  exz, 

dove  intendiamo  che  l'esponente    a   possa  variare 
con  continuità,  per  valori  reali,  positivi  e  crescenti, 
dal  valore  o,  a  cui  corrisponde  la  sostituzione  iden- 
tica, al  valore  1,  a  cui  corrisponde  la  (2). 
Se  la  sostituzione  è  ellittica,  posto  : 
Z  =  ?e%    Z'  =  pV'*',     8==**, 
si  ha  : 

?'  =  ?,     ?'  =  ¥  +  **> 
sicché  il  punto  mobile,  per  andare  dalla  posizione 
iniziale  a  quella  finale,  percorre  un  arco  di  cerchio 
di  ampiezza  a  intorno  all'origine. 

Se  la  sostituzione    è   iperbolica,  posto  0  =  e, 
si  ha  : 

p-'  =  CXp,     f=?.; 
il  punto  mobile  percorre  un  segmento  di  un  rag- 
gio uscente  dall'origine. 

Infine,  se  la  sostituzione  è  lossodromica,  posto  : 

si  ha: 

come  si  vede  da  queste  formole,  il  raggio  varia 
in  proporzione  geometrica  mentre  l'argomento  va- 
ria in  proporzione  aritmetica,  quindi  il  punto  mobile 
descrive  una  spirale  logaritmica  col  polo  nell'ori- 
gine. 
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Chiameremo  in  generale  traiettorie  della  so- 
stituzione le  linee  percorse  dal  punto  mobile  nei 
vari  casi. 

28.  Imaginiamo  una  sfera  tangente  al  piano 
Z  nell'origine,  e  proiettiamo  stereograficamente  il 
piano  sulla  sfera,  prendendo  per  polo  il  punto  della 
sfera  opposto  al  punto  di  contatto.  Considerando 
come  asse  il  diametro  che  unisce  quest'ultimo  punto 
col  polo,  i  raggi  del  piano  uscenti  dall'origine  si  pro- 
iettano sulla  sfera  in  altrettanti  meridiani,  e  i  cerchi 

I  col  centro  nell'origine  in  altrettanti  paralleli  ;  inol- 
tre, per  la  proprietà  della  proiezione  stereografica 
di  lasciare  inalterati  gli  angoli,  le  spirali  logarit- 
miche col  polo  nell'origine,  le  quali,  come  è 
noto,  tagliano  ad  angolo  costante  i  raggi  uscenti 
dall'origine  stessa,  si  proiettano  in  linee  che  ta- 
gliano ad  angolo  costante  i  meridiani.  Tali  linee 
si  chiamano  lossodromie;  di  qui  il  nome  di  sosti- 
tuzione lossodromica. 

29.  Ritorniamo  dal  piano  Z  al  piano  ^,  limi- 
tandoci a  considerare  le  sostituzioni  ellittiche  ed  i- 
perboliche. 

Poiché  l'operazione  per  cui  si  passa  dal  piano 
^  al  piano  Z  è  una  sostituzione  lineare: 

ai  cerchi  dell'uno  dei  piani  corrisponderanno  nel- 
l'altro dei  cerchi.  Ora  ai  punti  p,  q    del  piano    ^ 
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corrispondono  nel  piano  Z  i  punti  o,  co;  quindi 
la  famiglia  dei  raggi  uscenti  dall'origine  nel  piano 
Z,  i  quali  possono  considerarsi  come  cerchi  pas- 
santi pei  punti  o,  co,  avrà  per  corrispondente  nel 
piano  x.  la  famiglia  dei  cerchi  passanti  per  p,  q. 
Tale  famiglia  costituisce  dunque  l'insieme  delle 
traiettorie  delle  sostituzioni  iperboliche  coi  poli  /?,  q. 
Quanto  alle  sostituzioni  ellittiche,  le  loro  tra- 
iettorie si  trovano  facilmente  osservando  che,  per 


essere 


=  i,  si  ha 


<—p 

= 

iT-f 

<-1 

i  —  q 

sicché  il  rapporto  delle  distanze  del  punto  mobile 
dai  punti  py  q  è  costante.  Le  traiettorie  sono  dun- 
que cerchi  rispetto  a  cui  p  e  q  sono  punti  coniu- 
gati. 

Importa  trattenerci  un  momento  sul  caso  delle 
sostituzioni  ellittiche  per  meglio  determinare  il  mo- 
vimento del  punto  £'.  Posto  0  =  £ta,  si  ha,  indi- 
cando con  arg. u  l'argomento  della  quantità  com- 
plessa u: 

Z'  —  P           .           z  —  P 
arg.  —. *-  =  *  +  arg. z-  , 

&  Zl  —  q  z-q 

ossia  : 

arg.fc'—  p)  —  arg.  Oc'  —  q) 
=  a  +  arg.  &  —  p)  —  arg.  ft  —  q). 
Ora,  indicando  con  P,    Q,  Z,  Z'  i  punti    del 
piano  che  rappresentano  i  valori  p,  q,  Zj,  Ìi  sl  na  : 


SOSTITUZIONI    LINEARI. 


37 


arg.^-^QZP, 
arg.fe'-^QZ'P, 


arg-fe  —  P) 

sicché  : 

QZ'P=*+QZP. 

Per  ottenere  quindi  il  punto  Z'  dato  il  punto 
Z,  basta  costruire  sulla  corda  P  0  un  arco  di  cerchio 
che  nei  punti  P,   Q  formi  coll'arco  PZ  2  un  an- 


(Fig-  0- 
golo  di  ampiezza  a  ;  l'intersezione  di  quell'arco  col 
cerchio  passante  per  Z  e  rispetto  al  quale  P  e  Q 
sono  punti  coniugati  sarà  il  punto  Z'. 

30.  Veniamo  ora  alle  sostituzioni  con  un  solo 
polo: 


*=*  + 


l  —  r  ■    7i  —  r 

Facciamo  il  cambiamento  di  variabile: 
1 

"     3 


z  = 


la  sostituzione  diviene: 


V 
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che  è  una  traslazione. 

Consideriamo  la  sostituzione: 

Z'=Xv)   -f-Z, 

dove  X  varia  per  valori  positivi  e  crescenti  da  o  a 
1.  Il  punto  mobile  andrà  dalla  posizione  primitiva 
alla  posizione  finale  percorrendo  un  segmento  di 
lunghezza  e  di  direzione  costante.  Le  traiettorie 
della  sostituzione  costituiscono  dunque  un  fascio  di 
rette  parallele.  Ora  due  rette  parallele  possono  con- 
siderarsi come  due  cerchi  i  cui  due  punti  d'inter- 
sezione coincidano  all'infinito.  Quindi  al  fascio  di 
rette  parallele  del  piano  Z  corrisponderà  nel  piano 
£  un  fascio  di  cerchi  passanti  per  r  e  tangenti  in 
questo  punto  ad  una  stessa  retta. 

31.  Se  P  e  una  sostituzione  a  poli  distinti  p,  q: 

<—P  =  §ì  —  P 

<  -—  q       z  —  q' 

e  se  Q=  (  '  sj  I  &  un'altra  sostituzione  qualunque, 
l'espressione  della  sostituzione   0~l P  Q  e: 

z'  —  q'       z  —  q'1 

dove: 

b'  =  xt±l       y  =  *g  +  ^ 

Per  formare  la  sostituzione  Q  lPQ,  dobbiamo 
eliminare  z\  %!'  fra  ^e  equazioni: 
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si  ottiene  così: 

-rr-f^-       =  e  — ?*  +  « 

>rf-p    _    ~  _h-±_ 

ossia  : 

32.  Se  P  è  una  sostituzione  a  polo  unico  r  ' 


r  V 


!   Q  ==  (      j' 1  £  un'altra  sostituzione  qualunque,  l'e- 
spressione della  sostituzione   O-1  P  Q  è: 


7  =  v  + 


ar  +  fi 


r  —  f  '  '    %  —  r" 


r  = 


,   v  =  ^(Yr4-Sy. 


jr-f-8 

Eliminando  ^',  £'  tra  le  equazioni: 

<+P       _^         ,_J_  ,_<'+(* 

si  ottiene: 


40 


SOSTITUZIONI    LINEARI. 


Xt'",-P 


=  *+ 


H'"  +  * 


—  r 


—  Y^  +  a 


—  r 


ossia  : 
i 


-K'"  +  « 

Yr-f-$  ,„     «ir-f  p 


«  + 


Tr  +  ^_* 


yr+8 
od  ancora  (tenuto  conto  che  a 8 —  P-Y==  J): 

-Y  + 


ir  +  % 


yr  -f-  & 


(i"'+s)(<"'-^). 

T 

-T  + 


(y 


e  infine 


+*H30: 


«r&n***T'+*r* 


y  r  -\-  §  y  f  ~j~  f^ 

33.  Una  sostituzione  lineare  può  essere  un'o- 
perazione d'ordine  finito? 

Anzitutto  una  sostituzione  parabolica  non  lo 
è  mai;  essa  infatti  equivale  ad  una  traslazione,  e 
questa,  per  quanto  ripetuta,  non  può  mai  ricon- 
durre il  punto  mobile  alla  posizione  primitiva. 

Cerchiamo  dunque  fra  le  sostituzioni  a  due 
poli. 

Ripetendo  in  volte  la  sostituzione: 
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(I)  £=£=•* 


x.—q       z—q' 

si  ottiene  la  sostituzione: 

l'—p  =  (yn  I—P  . 
z'  —  q  t-^f' 

affinchè  questa  si  riduca  all'identità,  dev'essere 
bm  =  1 .  Cioè  :  Affinchè  una  sostituzione  a  due  poli 
(1)  sia  d'ordine  finito,  e  necessario  e  sufficiente  che 
6  sia  una  radice  dell'unità  d'indice  finito.  Quindi: 
Le  sole  sostituzioni  lineari  che  possono  essere  di  or- 
dine finito  sono  le  sostituzioni  ellittiche.  E  come  con- 
seguenza (v.  art.  7)  :  Ogni  gruppo  finito  di  sostitu- 
zioni lineari  consta  di  sole  sostituzioni  ellittiche. 

34.  Se  due  sostituzioni  d'ordine  finito  hanno 
gli  stessi  poli,  può  trovarsi  una  terza  sostituzione  di 
cui  ambedue  sono  potenze. 

Abbiansi  le  due  sostituzioni  degli  ordini  m,  m'  : 

l'—p  =^  —  P        <~P  =f)'Z  —  P 

z'  —  q       z—q'    z'  —  q        z—q' 

Se  n  è  il  minimo  multiplo  di  ra,  m\  e  se  t[ 
è  una  radice  primitiva  wesima  dell'unità,  sarà  : 

hit  h'n 

=  7)      ,        «     =71        , 

essendo  h,  h'  interi,  e  le  due  sostituzioni  saranno 
le  potenze  I  —  J -esima  e  I  — -  i-esima  della: 

<—  P  ~^~ P 


q       z—q 
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35.  Sia  G  un  gruppo  finito  di  sostituzioni, 
e  supponiamo  che  tra  queste  le  sostituzioni  P  , 
P2 ,  . . .  ,  Pr_l  abbiano  un  polo  comune  q.  È  evi- 
dente che  esse,  insieme  all'identità  (rispetto  alla 
quale  tutti  i  punti  si  possono  considerare  come 
poli),  formano  un  sottogruppo;  giacché,  se  le  P. , 
Ph  lasciano  invariato  il  punto  qi  lo  stesso  ha  luo- 
go per  la  P.  Ph . 

Supponiamo  per  semplicità  che  il  punto  q  sia 
all'infinito;  allora  le  P;  avranno  la  forma  (art.  23): 

ti  —  Pi  =  M&nrriv)  (mi,  2,  ...,  r-i). 
Si  ottiene  facilmente  per  la  sostituzione  P.  Ph  : 

e  per  la  Pì  P.  : 
dove  : 

^  =  ~%,%P„  +  i>,(P,-Pd+Pr 
Ne  segue  per  la  sostituzione   (P;  P)  ',  ossia 

p-'P;'-. 

—  ?A  ' 

e  quindi  per  la  sostituzione  P  P  P~'P^'  : 

.._[Q.A*  +  «3— ^ 

Se  nessuno  dei  fattori  dell'ultimo  termine  fosse 
nullo,  la  sostituzione  PtPhP~lP^1  sarebbe  parabo- 
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lica;  ma  ciò  è  impossibile  perchè  (art.  33)  essa 
appartiene  ad  un  gruppo  finito.  E  poiché  (^  ^é  r, 
6^  ^é  1,  dev'essere  p:  =ph .  Dunque  le  sostituzioni 
P  ,  P2 ,  . . .  ,  Pr  _x  hanno  comuni  ambi  i  poli,  e 
però  (art.  34)  sono  potenze  d'una  medesima  so- 
stituzione. Da  ciò  segue  (art.  6)  che  il  gruppo  1, 
P  ,  P2 ,  .  .  .  ,  P._1  è  ciclico.  Concludendo  : 

Le  sostituzioni  lineari  d'un  gruppo  finito  aventi 
comune  un  polo  hanno  comune  anche  V altro  pélo  e 
formano  un  sottogruppo  ciclico. 

Dal  teorema  dell'art.  31   segue  che: 

Se  p,  q  sono  i  poli  delle  sostituzioni  d'un  sotto- 

gruppo  ciclico  F  d'un  gruppo  finito  G,  e  Q  =  (      l 

e  una  sostituitone  di  G,  i  poli  delle  sostituzioni  del 
sottogruppo  ciclico  (art.   12)  Y'  =  O'1  T  Q  sono: 

P>  =  *P^=Q^    ,'  =  ^±!=Q(?). 

I  poli/),  p'  diconsi  equivalenti,  e  così  i  poli  q,  ^'. 

36.  Sia  G  un  gruppo  finito  d'ordine  w,  Y  un 
suo  sottogruppo  ciclico  d'ordine  v  formato  (art.  3^ 
da  tutte  le  sostituzioni  di  G  aventi  i  medesimi 
poli  p,  q.  Sieno  1,  P,  P2,  .  .  .  ,  PV_I  le  sostitu- 
zioni di  T,  e  il  quadro  (T)  (art.  9)  relativo  a  questo 
sottogruppo  sia  : 
1  P  P2  PV_I 

a,     pqi9     p2q>,    •••>v"ia 
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Poiché  p  non  è  polo  d'alcuna  sostituzione  di 
G  alPinfuori  di  quelle  della  prima  linea,  i  punti  : 

P^QXP)      ('='.  a,.-.,-f-i) 

saranno  tutti  diversi  da  p.  Essi  saranno  poi  anche 
diversi  tra  loro,  giacché,  se  fosse  : 

ne  seguirebbe  : 

P=QhQ-'(P), 

e,  poiché  le  sole  sostituzioni  che  lasciano  invariato 
p  sono  P  e  le  sue  potenze,  dovrebbe  essere  per 
un  opportuno  valore  di  /  : 

Q„Qì'=p', 

ossia  : 

il  che  è  impossibile,  perchè  gli  elementi  del  qua- 
dro sono  tutti  diversi. 

n 
Abbiamo  dunque  —  poli    equivalenti  p,  pi7 

p2,  .  i .  ,  p        tutti  differenti  tra  loro,  e  possiamo 

"5 
concludere  che  : 

II  numero  dei  poli  diversi  equivalenti  ad  un 
polo  dato,  compreso  questo  stesso,  e  eguale  all'indice 
del  sottogruppo  formato  dalle  sostituzioni  a  cui  ap- 
partiene quel  polo. 

È  facile  vedere  che  :  Ogni  sostituzione  dei- 
gruppo   G  ha  per  effetto  uno  scambio  dei  poli 

PrPti  •'•■•  i  PJL_ 

V 

tra  loro. 
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Infatti  prendiamo  una  sostituzione  qualunque 
PhQk  di  G,  ed  applichiamola  ad  uno  qualunque 
p .  dei  poli  considerati  ;  avremo  : 

P"QtQ>,)=Q;P"Qt{p)- 

Ma  Qi  Ph  Ok ,  come  prodotto  di  sostituzioni 
di  G,  è  una  certa  sostituzione  PrQ    di  G;  quindi: 

P'Qt(P,)  =  P'QXP)=Ps- 

Un'osservazione  importante  è  questa.  I  punti 
p,pl,p2,  •••  sono  poli  dei  sottogruppi  F,  Q~lTQl9 
Qrl  r<2_ ,  ....  Però  dal  fatto  che  quei  punti  sono 
tutti  diversi  non  può  dedursi  che  lo  sieno  anche 
questi  sottogruppi,  anzi  essi  coincidono  due  a  due 
quando  uno  dei  punti  p^  p2Ì  ...  è  il  secondo 
polo  q  di  r,  quando  cioè  i  due  poli  di  F  sono 
equivalenti.  Infatti,  se  p.  =  q,le  sostituzioni  dei  due 
sottogruppi  T  e  Qj1  VQn  avendo  un  polo  comune, 
hanno  comune  anche  l'altro  (art.  35),  e  però  i 
due  sottogruppi  sono  identici;  e  lo  stesso  avviene 
degli  altri  sottogruppi  due  a  due,  giacché,  se: 

i=pi  =  Qi(P),   ?»=&(?), 

ne  segue  : 

q„=QiQh(p)  =  P'Qk(P)=pk. 

37.  Le  considerazioni  esposte  permettono  di 
determinare  tutti  i  possibili  gruppi  finiti  di  sostitu- 
zioni lineari. 

Sia  G  un  gruppo  d'ordine  ti.  I  poli  delle  sue 
n  —  1  sostituzioni  diverse  dall'identità,  contati  cia- 
scuno tante  volte  quante  sono  le  sostituzioni  a  cui 
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esso  appartiene,  sono  in  tutto  2n — 2.  Supponiamo 

che  un  polo  sia  comune  a  vt  sostituzioni,  compresa 

l'identità;  allora  (art.   36)  esso  farà  parte  d'un  si- 

ti 
stema  di  —  poli  equivalenti.  Analogamente  vi  sa- 

1 

ti        ti  fi 

ranno  sistemi  di  - —  ,  —  ,  .  .  .  ,  —  poli  equiva- 

lenti;  e,  tenuto  conto  che  un  polo  dell'i-esimo  si- 
stema appartiene  a  v.  —  1  sostituzioni  diverse  dal- 
l'identità, sarà  : 

J  —  (v,.—  I)  =  2H  —  2, 

i—  I  i 

ossia  : 

Dobbiamo  cercare  i  sistemi  di  numeri  interi 
e  positivi  vx ,  v2,  ...,  vr,  n  che  soddisfanno  a 
questa  equazione. 

Evidentemente  si  ha  : 

n^v.^2         (/=i,  2,  ...,  r), 
quindi  : 

donde  segue,  per  la  (1): 

r>h     2>~Y> 
ossia  : 

1  <  r  <  4. 
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Cioè  r  non  può  prendere  che  i  valori  2  e  3. 
Sia  r  =  2  ;  la  (  1  )  diviene  : 

— +  — =— 

1  2 

che,  per  essere    vT  £_  fl,    ^2zln,    ammette   l'unica 

soluzione  : 

vi  =  va  =  n. 
Sia  ora  r  =  3,  sicché  l'equazione  (1)  diviene  : 

(2)         — — =stH — . 

v-         v  v  n 

Se  tutte  le  v.  fossero  X  3,  il  primo  membro 
avrebbe  valore  k£  I,  ciò  che  è  impossibile.  Dunque 
una  almeno  delle  v.  ha  valore  2. 

Poniamo  per  es.  v   =  2,  quindi  : 

v2     ■     v,  2  n 

Le  v'a,  v,  non  possono  essere  ambedue  ^  4, 

giacché  allora  il   primo    membro   sarebbe  ££  —  ; 

quindi  una  di  esse  deve  avere  il  valore  2  o  il  va- 
lore 3. 

Supponiamo  dapprima  che  una  delle  v2?  v 
abbia  il  valore  2,  per  es.  facciamo  v2  =  2  ;  ne  ri- 

sulta  v  ==  —  j  quindi  n  dev'essere  pari. 

Supponiamo  invece  che  né  v2  né  v  abbia  il 
valore  2;  una  di  esse  dovrà  avere  il  valore  3. 
Poniamo  va  =  3  ;  ne  risulta  : 

v.        6;  T  «v? 
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donde   v   <]  6.    Facendo  pertanto  v,  =  3,  4,  5,  si 
ottiene  «  =  12,  24,  60. 

Riassumendo,  si  hanno  le  seguenti  soluzioni 
dell'equazione  (1),  alle  quali  corrispondono  altret- 
tanti gruppi  possibili  di  sostituzioni  lineari: 


r 

V 

I 

V 

2 

V 

3 

n 

I 

2 

n 

n 

n 

II 

3 

2 

2 

m 

2tn 

III 

3 

2 

3 

3 

12 

IV 

3 

2 

3 

4 

24 

V 

3 

2 

3 

5 

60 

Se  questi  gruppi  esistano  realmente,  lo  vedre- 
mo più  innanzi  (art.  52). 

38.  Le  sostituzioni  lineari  fratte  d'una  varia- 
bile possono  porsi  sotto  forma  di  sostituzioni  li- 
neari intere  ed  omogenee  d'una  coppia  di  variabili. 

Data  la  sostituzione: 

y^  +  ò 


(0 

e  posto 


si 


ha 


^ 


SOSTITUZIONI   LINEARI.  49 

e  quindi,  indicando  con  a  un  fattore  qualunque  : 

(2)  i[  =*(a 'x. + p a  t: = KK, + * o 

.  Da  ogni  sostituzione  non  omogenea  (i)  risul- 
tano pertanto  infinite  sostituzioni  omogenee  (2). 
Però,  se  noi  teniamo  conto  soltanto  delle  sostitu- 
zioni omogenee  unitarie,  di  quelle  cioè,  il  determi- 
nante dei  cui  coefficienti  ha  il  valore  1,  ad  ogni 
sostituzione  (1)  corrisponderanno  due  sostituzioni 
(2);  infatti  il  coefficiente  \  sarà  determinato  dalla 
relazione  : 

che  dà  per  esso  i  due  valori  : 


1  = 


Vii 


T 


Se  in  particolare  la  sostituzione  (1)  è  unitaria, 
i  due  valori  di  a  sono  +  1. 

Se  si  ha  un  gruppo  G  di  sostituzioni  non 
omogenee,  le  corrispondenti  sostituzioni  omogenee 
formano  evidentemente  un  gruppo  G'  ;  G'  è  emie- 
dricamente  isomorfo  a  G  (e  quindi  di  ordine  doppio, 
se  l'ordine  di  G  è  finito),  e  all'identità  in  G  corri- 
spondono in   G'  le  due  sostituzioni  : 

VlVANTI.  A 
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Pseudosostituzioni  lineari. 

39.  Diremo  pseudo sostituitone  lineare  *  quel- 
l'operazione, per  cui  si  passa  da  un  valore  qualun- 
que £  ad  un  altro  : 

dove  £  denota  il  numero  complesso    coniugato  di 

fc  e: 

y.l  —  py^O. 

La  quantità  a  à  —  fi  y  si  dice  il  determinante 
della  pseudosostituzione. 

Non  esiste  alcuna  pseudo  sostituzione  che  sia 
un'operazione  identica. 

Infatti,  perchè  la  (1)  muti  in  sé  stesso  il  va- 
lore o,  dev'essere  $  =  O  ;  perchè  muti  in  sé  stesso 
il  valore  00,  dev'essere  y  ==  o  ;  perchè  muti  in  sé 
stesso  il  valore  1  dev'essere  a  =  &  Così  la  (1)  si 
riduce  a  z!  =  £  Ma  questa  non  è  un'operazione 
identica,  perchè  vi  sono  infiniti  valori  che  essa  non 
lascia  invariati  ;  infatti  essa  muta  ogni  valore  com- 
plesso nel  suo  coniugato. 

L'inversa  d'una  pseudosostituzione  e  una  pseudo- 
sostituzione. 


*  Come  per  le  sostituzioni,  così  per  le  pseudosostituzioni 
ometteremo  spesso  la  parola  lineari. 
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Dalla  (1)  segue  infatti: 


prendendo  i  coniugati  d'ambi  i  membri  e  scrivendo 
poi  x!  invece  di  ^  e  viceversa,  si  ha  di  qui: 

\  —  ;   —  • 

—  y^+a 
II  prodotto  di  due  pseudo sostituzioni  e  una  so- 
stituzione. 
Sia  : 


Dalla  prima  segue: 

£  =  «£±V 

yt+8 

e  sostituendo  nella  seconda  : 

^  =  (a'«  +  P'T)t  +  («'F+PJ) 

(T>  +  *y)*  +  (t*P +  **)■' 

Il  prodotto  di  una  pseudo  sostituzione  e  di  una 
sostituzione,  o  di  una  sostituzione  e  di  una  pseudo- 
sostituzione,  e  una  pseudo  sostituzione. 

Infatti  dalle  : 

segue  : 
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dalle 


segue 


(a'«  +  P'Y)t+(«'P  +  ?'«) 


Qgw  pseudosostituzione  è  il  prodotto  della 
ps endo sostituzione  {'  =  —  ^  e  di  una  sostituzione. 

Si  verifica  infatti  immediatamente  che  la  (i) 
è  il  prodotto  della  ^'  =  —  ^   e    della    sostituzione 


e,;!) 


La  pseudosostituzione  ^'  =  —  ^,  che  scambia 
fra  loro  i  punti  simmetrici  rispetto  all'asse  imagi- 
nario,  può  dirsi  riflessione  rispetto  a  quest'asse. 

40.  Considerando  una  pseudosostituzione  Q: 

come  una  trasformazione  in  sé  stesso  del  piano 
della  variabile  complessa,  possiamo  chiederci  se  vi 
sieno  punti  che  rimangano  invariati  in  tale  tra- 
sformazione. 

È  evidente  anzitutto  che,  se  un  punto  rimane 
fisso  per  la  pseudosostituzione  Q,  esso  rimane  pure 
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fisso  per  la  sostituzione  O2;  quindi,  tranne  il  ca- 
so in  cui  Q2  sia  la  sostituzione  identica,  Q  non 
potrà  lasciare  invariati  che  tutt'al  più  due  punti. 

Consideriamo  dapprima  il  caso  in  cui  Q2  ==  i , 
e  quindi  Q  è  un'operazione  di  2°  ordine.  Si  ha 
(art.   39): 

/aa  +  ^y      «$  +  |>J\ 

-     "Vya  +  Sy      $+"/' 
quindi,  per  l'ipotesi  fatta  : 

(2)    a^+gy=yf-|-^,     ap+^=o,     y^T+^o. 

Se  fi  =  y  —  °?  si  na  dalla  prima  delle  (2) 
|a|  =  |8|,  sicché  la   Q  diviene: 

od  anche: 


\  —       — ? 

—  K 

preso  a  =  e        . 

Se  le  p,  y  non  sono  ambedue  nulle,  suppon- 
gasi per  es.  y^o.  Allora  si  potrà  imaginare  di  a- 
ver  moltiplicato  i  quattro  coefficienti  di  Q  per  una 
quantità  tale  da  rendere  reale  y,  dopo  di  che  le 
(2)  diverranno  : 

aa4-£y=yp-f^,     ap+p&=0,     y(£f*>=Oi 
L'ultima  di  queste  relazioni  ci  dà  a  -f-  &  =  o, 
ossia  &  =  —  a,  da  cui  |a|  =  |8L  ed  allora  la   pri- 
ma diviene: 
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donde  p  =  p  ;  la  seconda  risulta  dopo  ciò  identi- 
camente soddisfatta. 

Osservando  che  la  condizione  S*±i±  —  a  sus- 
siste anche  per  p  =  y  ===  o,  può  concludersi  che  : 

L#  forma  generale  delle  pseudo sostituzioni  di 
2°  ordine  e: 

(3)  r=?|#> 

yt  — a 

dow  fi  e  y  5tw0  rea/i. 

Per  trovare  i  punti  che  restano  invariati  per 
la  (3),  basta  porre  in  essa  £'  =  £.  Si  ha  allora  : 

(4)  TU  —  a  $  —  *  ì  —  P  =  °i 

che,  come  è  facile  vedere,  rappresenta  un  cerchio 

di  centro  —  e  di  raggio: 


0 


dove  1  (che    è    sempre    reale)   è    il    determinante 
della   pseudosostituzione  *.    Secondochè   A  -^  o,  il 


*  Poniamo  infatti  : 

avremo  : 

<  =  *  + 
Y(*2+r2)- 

2<X 

1  * 

2a2^ 

ja2  ; 

=  0 

ossia  : 

(■ 

-fr+(' 

— 

«4 

Y 

-)' 

_  ai 

Y2 

+  Py 
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cerchio  è  imaginario  o  reale;  esso  si  riduce  ad  una 
retta  per  y  =  o.  Dunque  : 

La  pseudo  sostituzione  di  2°  ordine  (3)  non  la- 
scia invariato  alcun  punto  del  piano,  0  lascia  inva- 
riati tutti  i  punti  dJun  cerchio,  secondoche  il  suo  de- 
terminante e  positivo  0  negativo.  Per  y  =c  o,  il  cer- 
chio si  riduce  ad  una  retta. 

Il  cerchio  (4)  dicesi  cerchio  di  simmetria  della 
pseudosostituzione. 

41.  Cerchiamo  in  quale  rapporto  di  posizione 
stieno  due  punti  legati  dalla  relazione  (3)  dell'arti- 
colo precedente. 

Sia  dapprima  y  =  o  ;  il  cerchio  di  simmetria 
si  riduce  alla  retta: 

Se  £  è  un  punto  di  questa  retta,  si  ha: 
(0  a^-f-aC  +  p="o. 

La  pseudosostituzione  è,  nel  caso  che  consi- 
deriamo : 

r,_«H-P 

\    —  —     1 

—  a 

da  cui,  qualunque  sia  £: 

-«Ce'-?:)  =  «*  +  ?  +  «*:, 

e  in  particolare,  se  £  appartiene  alla  retta  di  sim- 
metria, per  la  (1).: 
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da  cui,  ricordando  che  nel  caso  considerato  è|a|=i  : 

Cioè  la  retta  di  simmetria  è  il  luogo  dei  punti 
equidistanti  da  ^'  e  da  ^;  ossia  i  punti  ^,  ^  sono 
simmetrici  rispetto  alla  retta  di  simmetria. 
Sia  ora  y  7^  0.  Essendo  : 

i.  —    —      —  ? 

yz—x 
si  ha,  qualunque  sia  Z,  : 

,'  —  *(  =  *i"+P  — n£  +  *C , 

Ora  l'equazione  del  cerchio  di  simmetria  può 

y- 
scriversi,  considerando  che  — —  è  il  centro  : 

T 

a 

=5=  cost. 

.  T 
Indicando  quindi  con  £  un  punto  qualunque 

del  cerchio,  si  ha  : 

yCC  —  af—  *C  —  P  =  o,   |yC  —  a|  =  cost., 
e  per  conseguenza: 

*      ^=a^—  K^_+T^  —  «?=      3^Zlgg      £). 

y^  — a  y^—  a 

Prendendo  i    moduli   d'ambi  i  membri,  e  te- 
nendo conto   della    relazione    |y£  —  a|  =  cost.,   si 

ha  di  qui  che  il  rapporto  ~ — ,  ossia , 
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è  indipendente  da  £,  purché  sia  £  un  punto  del 
cerchio  di  simmetria.  Ciò  dimostra  che  i  punti  z^ 
%_'  sono  coniugati  rispetto  al  cerchio  di  simmetria. 

Osserviamo  che  questo  risultato  comprende 
come  caso  particolare  quello  trovato  per  y  =3=  o. 
Possiamo  perciò  concludere  in  generale  che  : 

Due  punti  corrispondenti  rispetto  ad  una  pseudo- 
sostituzione  di  secondo  ordine  sono  coniugati  rispetto 
al  cerchio  di  simmetria  di  questa  pseudosostituzione. 
Invece  che  coniugati,  diremo  qualche  volta  che 
essi  sono  simmetrici;  e  chiameremo  una  pseudo- 
sostituzione di  2°  ordine  una  riflessione  rispetto  al 
suo  cerchio  di  simmetria. 

Proiettiamo  stereograficamente  il  piano  sopra 
una  sfera.  Il  cerchio  di  simmetria,  che  diremo  y, 
della  riflessione  avrà  per  proiezione  sulla  sfera  un 
cerchio  y, .  Sieno  ^  £  due  punti  corrispondenti 
rispetto  alla  riflessione  considerata  ;  poiché  essi  sono 
coniugati  rispetto  a  y,  ogni  cerchio  passante  per 
questi  due  punti  taglia  y  ortogonalmente.  Ora, 
siccome  nella  proiezione  stereografica  le  grandezze 
degli  angoli  si  conservano,  le  proiezioni  r  ,  j£  di 
;(,  z!  sulla  sfera  avranno  la  stessa  proprietà  rispetto 
al  cerchio  yi . 

Se  in  particolare  yx  è  un  cerchio  massimo, 
allora,  affinchè  i  punti  ^ ,  %t  abbiano  questa  pro- 
prietà, essi  dovranno  essere  simmetrici  rispetto  a 
y,  nel  senso  ordinario.  Dunque  : 
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Se  si  proietta  stereograficamente  una  riflessione 
sopra  una  sfera  in  modo  che  il  cerchio  di  simmetria 
abbia  per  proiezione  un  cerchio  massimo,  le  proie- 
zioni di  due  punti  del  piano  corrispondente  rispetto 
alla  riflessione  sono  due  punti  della  sfera  simmetrici 
(nel  senso  ordinario)  rispetto  a  quel  cerchio  massimo. 

42.  Consideriamo  ora  una  pseudosostituzione 
<2  che  non  sia  del  secondo  ordine  : 


il+V 


poniamo 

Q2  = 


Si  ha  : 


**Mhf    rf*  + 


A  -f  D  =  m  4-  (*  y  +  y-P  -f  U, 

che  è  evidentemente  una  quantità  reale;  dunque 
(art.  24): 

II  quadrato  d'una  pseudosostituzione  non  può 
essere  una  sostituzione  lossodromica. 

A  seconda  che  Q2  è  ellittica,  iperbolica  o  pa- 
rabolica,  0  dicesi  ellittica,  iperbolica  o  parabolica. 

43.  Come  si  è  già  osservato,  i  soli  punti  che 
possono  rimanere  fissi  per  una  pseudosostituzione 
Q  sono  i  poli  di  Q2.  Vediamo  in  quali  casi  questi 
punti  rimangano  effettivamente  fissi. 

Indicando  con  p,  q  i  due  poli  della  0%  che 
possono  essere  distinti  o  no,  si  ha  (art.  23): 
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pi       A-D±V(A  +  Dy-4 

(1)  q\-~  ~^~ 
supposto,  ciò  che  è  sempre  lecito: 

(2)  a&  —  py=i, 
e  quindi  : 

a¥—  ]ìy=i, 

AD  —  BC  =  {y^-  [i y)(a S  — "p 7)  ==  i. 
Perchè  il  punto  £  resti  fisso  per  la  Q,  dev'es- 
sere: 

ossia  : 

Y^  +  ^  —  XF—  N=^ 
che   può    anche    scriversi,    moltiplicando   per   y   e 

tenendo  conto  della  (2)  : 

(3)        Cri»  7-«>'CfF.+ *)=-;• 

Per  riconoscere    se   questa    relazione  sussiste, 
dobbiamo  stabilire  alcune  identità. 

Si  ha  anzitutto  : 
(4)  A— -D  =  A  —  £>  =  *«  —  Hi. 

Inoltre,    poiché   (art.    39)   l'espressione    della 
pseudosostituzione   Q~l  è  : 

—  y^+a 
si  ha  per  l'espressione  dei  prodotti  Q2  Q  l  e  Q  l  Q2 
rispettivamente  (ivi)  : 


60  PSEUDOSOSTITUZIONI   LINEARI. 

{-A  t  +  Cj)  x.  +  (-  È  y  +I>  «) 

(C8-DT)t+(-C^+Z)«)' 

ma  : 

quindi  : 


(5) 


Dopo  ciò  scriviamo  la  (i)  così: 
Pi  _A-D±R 
q\~~       2C         ' 
dove  R  è  nullo,  reale  e  diverso  da  zero  o  imagi- 
nano  puro,  secondochè  Q  è  parabolica,  iperbolica 
od  ellittica.  Essendo  dunque  : 


_A—D+R 

F 

sarà  : 


P=  2C 


A  —  D±R 

P  = ^ 1 

2C 

dove  deve  prendersi  il  segno  superiore  se  Q  è 
iperbolica,  l'inferiore  se  Q  è  ellittica  (se  Q  è  pa- 
rabolica, R=iR  =  o,  quindi  il  segno  è  indifferente). 
Di  qui  segue  : 
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'(P  +  ^  =  J=(-(A—(D+2ÌiC±yR), 

2L 

e  quindi  in  virtù  della  (4)  e  delle  equazioni  che 
si  ottengono  prendendo  i  coniugati  d'ambo  i  membri 
delle  (5): 

Jp-*  =  ~[yA  +  1(A-D-A)-2*C+yR] 

=  ^[-n-T04+£)+T*], 

jp  +  ìi  =  ±[y(A  +  D-D)—(D  +  2^C±yR] 

2C 

2C 

=  ^[2y  +  ^A  +  D)±yRl 

2C 

Quest'ultima  relazione  può  scriversi  : 
•(P  +  ^  =  ^l  +  "^  +  D)  +  yR-2tR], 

2  L 

dove  s  =  o  oppure  —  —  y  secondochè  Q  è  iper- 
bolica od  ellittica.  Ne  risulta: 
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dove  : 

T=,-2R[-2-1~y(A  +  D)  +  1R]. 

Sviluppando,  e  ricordando  l'espressione  di  R, 
si  ha  : 

(Ti' -*)("?+*) 

I3&T  +  4TT(^  +  D)  +  4T2  -  ^  r] 


4CC 


D'altra  parte  : 

CC  =  (ya+J7)(ya+Ty) 

=  a  a  y  y  -f-  y2  a  8  -)-  y2  *  8  -f~  y  y  SS 

=  a  a  y  i  +  f  §  y>  I)  +7  (|  Y  +  I)  +  YT  M 

=  T2  +  T2  +  TT(^  +  ^ 
quindi  : 

(#_a)(ì^+s)=-i+-^=. 

Confrontando  colla  (3),  si  ha  s  ==  o.  Può 
dunque  concludersi  che:  Se  Q  è  parabolica  od  i- 
perbolica,  essa  lascia  invariati  uno  0  due  punti,  cioè 
il  polo  0  ipolidi  Q2;  se  essa  e  ellittica,  non  lascia 
invariato  alcun  punto. 

Può  aggiungersi  che:  Se  0  e  ellittica,  essa 
scambia  tra  loro  i  due  poli  di  Q2.  Sia  infatti  p 
uno  di  questi  poli,  e  la  Q  muti  p  in  un  altro 
punto   s.    Poiché   Q2  lascia   invariato  p,    deve    Q 
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mutare  s  in  p  ;  cioè  i  punti  p,  s  si  scambiano  fra 
loro  per  effetto  della  Q.  Ma  allora  è  chiaro  che 
Q2  lascia  invariato  anche  5,  sicché  s  è  il  secondo 
polo  di  Q\ 

44.  Se  si  trasforma  una  sostituzione  non  losso- 
dromica mediante  una  riflessione  rispetto  ad  una 
sua  traiettoria,  la  sostituzione  trasformata  e  eguale 
alla  primitiva. 

Consideriamo  nuovamente  il  piano  Z  degli 
art.  27,  30.  Una  sostituzione  ellittica  od  iperbolica 
P  prende  la  forma  : 

Z'  =  0Z, 

dove  |0|  =  1  nel  i°  caso,  6  è  reale  e  positivo  nel 
2°.  Le  traiettorie  sono  rispettivamente  i  cerchi  col 
centro  nell'origine  e  i  raggi  uscenti  dall'origine. 

Una  riflessione  R  rispetto  ad  un  cerchio  col 
centro  nell'origine,  di  raggio  r,  ha  la  forma: 

Z 

Per  formare  la  RPR,  dobbiamo  eliminare  Z', 
Z"  tra  le: 

Z'  =  y,   z-  =  oz',   #'**|£; 

supposto  |0|  —  i,  si  ottiene  : 

Z'"  =  0Z, 
sicché  RPR  =  P. 

Una   riflessione  R  rispetto    ad    un    raggio    di 


6/\.  PSEUDOSOSTITUZIONI   LINEARI. 

argomento  a  uscente  dall'origine  ha  la  forma: 
Z'  =  e2iaZ 
Per  formare  la  RPR,  dobbiamo  eliminare  Z' 
e  Z"  tra  le  : 

Z'  =  e2iaZ,     Z"  =  QZ',     Z'"  =  e2iaZ"; 

supposto  0  reale  e  positivo,  si  ottiene  : 

Z'"  =  0Z, 
sicché  RPR=zP. 

Nel  caso  d'una  sostituzione  parabolica: 

z  =  i  +  z, 

dove  possiamo  anche  supporre  v\  reale,  la  riflessione 
R  rispetto  ad  una  traiettoria  costituita  da  una  retta 
parallela  all'asse  reale  e  distante  da  esso  di  h  è: 

Z'  =  2Ìh  +  Z. 

Eliminando  Z',  Z"  tra  le  : 
Z'  =  2ih  +  Z,    Z"  =  n+Z',     Z'"  =  2ih  +  Z", 
si  ottiene  : 

Z'"  =  7J+Z, 

sicché  anche  qui  RPR  =  P. 

45.  Se  un  gruppo  di  sostituzioni  G  e  permu- 
tabile (art.  1 2)  con  una  riflessione  R,  e  se  P  denota 
in  generale  un  elemento  di  G,  le  operazioni  P,  PR 
(oppure  P,  R  P)  costituiscono  un  gruppo  G,  il  quale 
si  dice  ottenuto  da  G  mediante  ampliamento.  Se 
G  è  di  ordine  finito,  l'ordine  di  G  è  doppio  di 
quello  di  G. 

Sieno  Pt ,  P2    due    sostituzioni  qualunque    di 
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G,  e  pongasi  : 

2??,!?  =  ?;,   rp2r  =  p'2, 

dove,  per  l'ipotesi  del  teorema,  P[ ,  P'2  appartengono 
pure  a  G. 

Consideriamo  i  4  prodotti  : 

PP2,    P,R.P„    P,.P2R,    P,R.P,R. 

Il  primo  è  evidentemente  un  elemento  di  G.  Il 
secondo  può  scriversi  Pi  P'2  R,  ossia  PJ  P2' .  i?,  e 
quindi  è  della  forma  P  R.  Della  stessa  forma  è  il 
terzo.  Finalmente  il  quarto  può  scriversi  Pi.RP2.R, 
ossia  Pi  P\  R2 ,  od  infine  Pt  P[ ,  sicché  appartiene  a 
G.  Con  ciò  resta  dimostrato  il  teorema. 

46.  5<?  un  gruppo  G  (finito  od  infinito)  di  sosti- 
tuzioni ha  la  proprietà  che  qualunque  suo  elemento 
pub  porsi  sotto  forma  di  prodotto  i  cui  fattori  appar- 
tengono ad  un  insieme  finito  di  sostituzioni  P  , 
P2 ,  . . .  ,  Pr ,  e  se  una  riflessione  R  trasforma  cia- 
scuna di  queste  sostituzioni  in  sostituzioni  di  G,  il 
gruppo  G  può  ampliarsi  mediante  la  riflessione  R. 

Pongasi  in  generale  : 

RP.R=P'.  0=I,2,...,r). 

Se: 

P?ijP?ap*3 

%j         i2        i , 

dove  ix ,  i2 ,  f  ,  ...  sono  numeri,  non  necessaria- 
mente diversi,  appartenenti  alla  serie  1 ,  2,  . . .  ,  r, 
è  una  sostituzione  qualunque  di  G,  si  trova  senza 
di  fficoltà  : 

VlVAKTI.  C 
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t,         i,         i,        "  j,  i,  t,  ? 

I  2  j  12, 

sicché  il  teorema  è  dimostrato. 

47.  Se  P  ì  la  sostituzione  a  poli  distinti  p,  q: 

e  se   Q  e  la  pseudosostituzione  : 

Ju)*£±i 

V espressione  della  sostituzione   0_I  P  Q  =  P'  £  : 

s' —  >'■  _-g*— / 

*'— *  ""  *— ?" 
.,_«!+§    ,,-«7+1* 

Eliminando  infatti  %.',  £'  tra  le  : 

m  <  +  $  <'—p_^—p  „n,_*X'  +  $ 


VC  +  V    <*  —  i        <~^  Y?'  +  *' 

si  ottiene  : 


<"  +  *  __h   —  T^  +  a 


-,        *lrK-q 


ossia  : 
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*J+1  z     «P+J 

Y>  +  *_a'       1P  +  * 


Jtt 


P  -       y.q  +  ?> 


y^  +  ò  yj.+  o 

e  prendendo  i  coniugati  d'ambo  i  membri  : 

t»>    __        «g    +    P  y  y-g    +    ^ 

y  ?  -fi  y  g  -f  S 

come  si  doveva  dimostrare. 

Può  dirsi  dunque  che  : 

a)  I  poli  di  P'  sono  i  trasformati  mediante 
Q  dei  poli  di  P; 

£)  Se  P  è  iperbolica,  lo  è  pure  P',  e  le  due 
sostituzioni  hanno  lo  stesso  coefficiente  8; 

e)  Se  P  è  ellittica,  lo  è  pure  P',  e  i  coefficienti 
6  delle  due  sostituzioni  sono  coniugati. 

48.  Se  P  è  la  sostituzione  a  polo  unico: 


1  1        I 


-r  '    i—r  ' 


e  ^   Q  è  la  pseudo sostituzione  : 

*      TK  +  P 

dove  si  suppone    a  8  —  g>  y  =  1 ,  l'espressione    della 
sostituzione   Q_IP  Q  —  P'  e: 
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7  =  1    + 


£  —  r  ■  x  —  r 

dove  : 

yr  +  ò 
Eliminando  £f,  £*'  tra  le  : 

T_g±g    ■■'  -i    *      ->»=<'+p 

si  ottiene  : 

=  1  + 


r-     _r      '    >_5-p_    / 


ossia,  colle  stesse  riduzioni  dell'art.  32  : 


JV+-J  yr  +  S 

e  prendendo  i  coniugati  d'ambo  i  membri  : 


TT   5 


,(yr  +  Sy  + 


Gruppi  finiti  di  rotazioni  d'una  sfera  sopra  sé  stessa, 
e  loro  ampliamenti. 

49.  Dopo  avere  stabilito  le  proprietà  delle  so- 
stituzioni  e    pseudosostituzioni    lineari,    dobbiamo 
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passare  allo  studio  dei  gruppi  di  sostituzioni,  e 
particolarmente  dei  gruppi  finiti,  e  dei  gruppi  di 
sostituzioni  ampliati. 

Di  gruppi  non  finiti  avremo  a  considerarne 
uno  solo,  il  gruppo  modulare,  e  di  esso  daremo 
più  innanzi  la  definizione  aritmetica  diretta. 

Quanto  ai  gruppi  finiti,  noi  giungeremo  molto 
facilmente  alla  loro  costruzione  mediante  un  arti- 
fizio geometrico  al  quale  abbiamo  già  accennato 
(art.  28). 

Rammentiamo  che  i  gruppi  finiti  constano  di 
sole  sostituzioni  ellittiche  (art.  33). 

Abbiasi  una  sostituzione  ellittica  coi  poli  p,  q 
rappresentati  dai  punti  P,  Q  *,  e  consideriamo  la 
famiglia  di  cerchi  T  rispetto  a  cui  P  e  Q  sono 
punti  coniugati.  Per  effetto  della  sostituzione  ogni 
cerchio  T  si  muta  in  sé  stesso,  ed  un  punto  Z  di 
questo  cerchio  si  muta  in  un  altro  Z'  tale  che  la 
differenza  degli  angoli  QZ'  P,  QZP  sia  costante 
(art.  29). 

Nel  piano  perpendicolare  al  piano  ^  passante 
per  P,  Q  scegliamo  un  punto  V  tale  che  l'angolo 
P  V  Q  sia  retto,  poi,  condotta  per  V  la  perpendi- 
colare C  V  al  piano  %>  descriviamo  la  sfera  di  cen- 
tro C  e  di  raggio   C  V.   Proiettiamo  stereografica- 


*  Nella  figura  si  sono  segnate  a  tratto   pieno  le  linee 
poste  sul  piano  ^,  a  tratto  interrotto  le  altre. 
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mente  il  piano  sulla  sfera  dal  punto  V,  e  indichiamo 
in  generale  con  M1  la  proiezione  sulla  sfera  d'un 


(Fig.  2). 

punto  M  del  piano.  Poiché  C  sta  sulla  P  0,  il 
piano  VP  0  passa  pel  centro  C  della  sfera,  quindi 
Pl ,  QT  stanno  sopra  un  cerchio  massimo  passante 
per  V  (il  contorno  apparente  della  sfera);  e  poi- 
ché inoltre  l'angolo  P  V  Q  è  retto,  Pz  Q{  è  un 
diametro  della  sfera.  Sieno  A,  B  i  punti  d'incon- 
tro della  retta  P  O  con  uno  qualunque  dei  cerchi 
T;  il  gruppo  di  punti  PO  AB  sarà  armonico, 
quindi  lo  sarà  pure  il  fascio  V(P  QAB);  ma  VP, 
V  0  sono  ortogonali,  quindi  essi  sono  le  biset- 
trici degli  angoli  formati  da  VA,  VB.  Pertanto 
Pi  è  il  punto  di  mezzo    dell'arco   AxBx,  la   retta 
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AlB1  è  perpendicolare  alla  Pt  Q, ,  e  la  projezione 
stereografica  del    cerchio  A  B  è  un   cerchio  Ai  Bi 
posto  in  un  piano  perpendicolare  al  diametro  Pi  0X. 
Per  la  sostituzione  considerata  : 

YJ  l'  —  q  l—q  l—q 

un  punto  Z  del  cerchio  AB  si  trasforma  in  un 
altro  punto  Z'  dello  stesso  cerchio  tale  che  i  seg- 
menti di  cerchio  P  Z  Q,  PZ'  Q  facciano  tra  loro 
l'angolo  a.  I  segmenti  P  Z  0,  P Z'  Q  si  proiettano 
sulla  sfera  nei  semicerchi  massimi  PlZi  Q1,PS  Z\  Q1 , 
e,  per  la  permanenza  degli  angoli  nella  proiezione 
stereografica,  l'angolo  dei  piani  di  questi  due  se- 
micerchi è  eguale  ad  a. 

Dunque  alla  sostituzione  lineare  considerata  cor- 
risponde sulla  sfera  una  rotazione  di  ampiezza  a 
intorno  al  diametro  Pi  Qi .  I  punti  Pi ,  01  pos- 
sono dirsi  poli  della  rotazione. 

Per  determinare  il  senso  in  cui  avviene  la 
rotazione,  consideriamo  un  caso  speciale,  quello  in 
cui  p  =  o,  q  =  co.  Allora  la  sostituzione  assume 
la  forma  più  semplice  : 

e  rappresenta  una  rotazione  del  piano  su  sé  stesso 
intorno  all'origine,  di  ampiezza  a  nel  senso  che  va 
dall'asse  x  positivo  all'asse  y  positivo,  cioè  da  de- 
stra a  sinistra.  Ad  essa  corrisponde  una  rotazione 
dèlia  sfera  su  sé  stessa,  di  ampiezza  a,  da  destra 
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a  sinistra,  intorno  all'asse  V  W.  Ma  poiché  nel  caso 
considerato  Pi  coincide  con  ^e  2,  con  F,  può 
dirsi  che  si  ha  una  rotazione  della  sfera  di  am- 
piezza a  da  sinistra  a  destra  intorno  all'asse  Pt  Qi  *). 
Se  dunque  si  considerano  come  positive  le  ro- 
tazioni da  destra  a  sinistra,  può  concludersi  che 
alla  sostituzione  (i)  corrisponde  una  rotazione 
della  sfera  di  ampiezza  —  a  intorno  all'asse  Pt  Qt . 

È  degno  di  nota  che,  mentre  la  trasformazione 
del  piano  ^  in  sé  stesso  che  rappresenta  la  sosti- 
tuzione lineare  (i)  è  accompagnata  in  generale  da 
una  deformazione,  la  trasformazione  della  sfera 
in  sé  stessa  consiste  semplicemente  in  una  rota- 
zione della  sfera  intorno  ad  un  suo  diametro. 

50.  È  noto  che  la  successione  di  due  rotazioni 
intorno  a  due  assi  concorrenti  equivale  ad  un'uni- 
ca rotazione  intorno  ad  un  asse  passante  pel  loro 
punto  d'incontro.  Quindi  le  rotazioni  di  una  sfera 
sopra  sé  stessa  costituiscono  un  gruppo.  Ogni  sot- 
togruppo di  questo  può  considerarsi  come  l'ima- 
gine  di  un  gruppo  di  sostituzioni  lineari  ellittiche  **, 


*  Cioè  che  appare  diretta  da  sinistra  a  destra  ad  una 
persona  che  sta  coi  piedi  in  Qt  e  colla  testa  in  Pl  . 

**  I  poli  di  queste  sostituzioni  non  possono  essere  di- 
sposti comunque  nel  piano.  Infatti,  se  P,  Q  sono  i  poli  di 
una  qualunque  di  esse,  deve  esistere  un  punto  V  tale  che 
i  piani  PVQ  sieno  perpendicolari  al  piano  ^,  e  gli  angoli 
PVQ  sieno  retti. 
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ed  è  quindi  oloedricamente  isomorfo  ad  un  tal 
gruppo,  ossia  è  ad  esso  identico  dal  punto  di  vi- 
sta formale.  Ora  noi  impareremo  a  costruire  dei 
gruppi  finiti  di  rotazioni,  che  corrispondono  ri- 
spettivamente ai  gruppi  di  sostituzioni  lineari  com- 
presi nella  tabella  dell'articolo  37;  e  di  qui  po- 
tremo concludere  che  tutti  i  gruppi,  di  cui  ab- 
biamo più  sopra  dimostrato  la  possibilità,  esistono 
realmente. 

Un  primo  tipo  di  gruppi  finiti  di  rotazioni 
è  quello  dei  gruppi  ciclici  (art.  6),  uno  dei  quali 
è  costituito  da  una  rotazione  la  cui  ampiezza  stia 
in  un  rapporto  razionale  con  2  «,  e  dalle  sue  po- 
tenze. Se  questo  rapporto,   ridotto  ai   minimi  ter- 

k 
mini,  è  — ,  il  gruppo  è  di  ordine  n  ;  lo  indiche- 
remo con  Cn . 

Ciascuno  dei  due  poli  comuni  a  tutte  le  ro- 
tazioni del  gruppo  è  equivalente  soltanto  a  sé  stesso, 
giacché  il  gruppo  non  contiene  alcuna  rotazione 
che  scambi  tra  loro  i  due  poli  ;  si  ha  dunque  colla 
notazione  dell'art.  37: 


n  n 

r  =  2,     —  =  1,     —  =  1, 


e  per  conseguenza    vi=v2  =  w.    /  gruppi    ciclici 
corrispondono  pertanto  al  tipo  I  della  tabella. 
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51.  Per  costruire  gli  altri  gruppi  finiti  noi 
ricorreremo  ai  poliedri  regolari,  che  invagineremo 
iscritti  nella  sfera.  Però,  oltre  ai  cinque  noti  corpi 
regolari,  che  diremo  poliedri  propri,  noi  dovremo 
considerarne  anche  un  sesto,  degenere,  che  dire- 
mo diedro,  formato  da  due  facce  poligonali  rego- 
lari coincidenti.  Esso  si  riterrà  iscritto  nella  sfera, 
quando  il  poligono  regolare  da  cui  è  costituito 
sarà  iscritto  in  un  cerchio  massimo  della  sfera, 
e  il  diametro  perpendicolare  al  piano  di  questo 
cerchio  massimo  si  dirà  asse  del  diedro. 

Se  il  poligono  ha  m  lati,  il  diedro  si  chia- 
merà m-gonale.  Per  m  =  2  si  ha  un  ulteriore  sta- 
dio di  degenerazione;  il  diedro  si  riduce  semplice- 
mente ad  un  segmento  di  retta,  il  quale  si  inten- 
derà iscritto  in  una  sfera  quando  ne  costituisce  un 
diametro.  In  tal  caso  ogni  diametro  perpendicolare 
a  questo  dovrebbe  chiamarsi  asse  del  diedro;  noi 
però  ne  considereremo  come  tale  uno  solo,  cioè 
intenderemo  che  il  poligono  costituente  il  diedro, 
riducendosi  in  modo  continuo  ad  una  coppia  di 
segmenti  coincidenti,  non  cessi  di  giacere  in  un  de- 
terminato piano,  che  anche  al  limite  si  considererà 
come  il  piano  del  poligono  degenere. 

Dopo  ciò  abbiasi  un  poliedro  regolare  iscritto 
in  una  sfera.  Presi  due  spigoli  qualunque  AB, 
CD  di  esso,  esiste  una  ed  una  sola  rotazione  della 
sfera  che  fa  coincidere  AB  con  C D,  e  parimenti 
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ne  esiste  una  sola  che  fa  coincidere  AB  con 
DC*. 

Ora  ogni  rotazione  della  sfera  che  porta  a 
coincidenza  uno  spigolo  del  poliedro  con  un  altro 
fa  coincidere  il  poliedro  con  sé  stesso;  e  recipro- 
camente ogni  rotazione  che  fa  coincidere  il  polie- 
dro con  sé  stesso  porta  a  coincidenza  ogni  suo 
spigolo  con  un  altro  spigolo.  Si  avrà  quindi  l'in- 
sieme delle  rotazioni  che  trasformano  in  sé  stesso 
il  poliedro,  prendendo  tutte  le  rotazioni  che  por- 
tano a  coincidere  un  determinato  suo  spigolo  con 
sé  stesso  e  con  tutti  gli  altri  spigoli  in  ambi  i  sensi. 
Se  5  è  il  numero  degli  spigoli  del  poliedro,  il  nu- 
mero delle  rotazioni  che  lo  trasformano  in  sé  stesso, 
compresa  la  rotazione  nulla,  è  dunque  2S.  Ora 
tutte  queste  rotazioni  formano  evidentemente  un 
gruppo,  giacché  il  prodotto  di  due  rotazioni  aventi 
la  proprietà  di  trasformare  in  sé  stesso  il  poliedro 
possiede  parimenti  questa  proprietà;  può  conclu- 
dersi dunque  che  : 

Le  rotazioni  che  trasformano  in  se  stesso  un 
poliedro  regolare  costituiscono  un  gruppo,  il  cui  or- 
dine e  dato  dal  doppio  del  numero  degli  spigoli  del 
poliedro. 

Pertanto  ai  sei  poliedri  regolari  (compreso  il 


*  V.  p.  es.  :  Marcolongo,  Meccanica  ragionale,  Milano, 
Hoepli,  1905,  Voi.  I,  p.  59  e  segg. 
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diedro)  corrispondono  sei  gruppi  finiti  di  rotazioni 
della  sfera  su  sé  stessa. 

Però  questi  gruppi  non  sono  tutti  diversi. 

Abbiasi  un  poliedro  regolare  proprio  iscritto 
in  una  sfera,  e  insieme  ad  esso  si  consideri  il  suo 
polare,  cioè  il  poliedro  avente  per  vertici  i  centri 
sferici  *  delle  facce  del  poligono  dato.  È  chiaro 
che  ogni  rotazione  che  muta  in  sé  stesso  il  polie- 
dro primitivo  muta  in  sé  stesso  anche  il  suo  po- 
lare ;  quindi  i  due  poliedri  danno  origine  allo  stesso 
gruppo  di  rotazioni.  Pertanto,  poiché  i  poliedri  po- 
lari del  tetraedro,  dell'ottaedro  e  dell'icosaedro  re- 
golari sono  rispettivamente  il  tetraedro,  l'esaedro 
e  il  dodecaedro  regolari,  possiamo  concludere  che 
i  poliedri  regolari  danno  luogo  ai  seguenti  gruppi 
di  rotazioni  (i  cui  ordini  si  deducono  immediata- 
mente dal  numero  degli  spigoli  del  poliedro  gene- 
ratore) : 

a)  Il  gruppo  diedrico,  d'ordine  »  =  2w,  se 
m  è  il  numero  dei  lati  del  poligono  costituente  il 
diedro  ; 

b)  Il  gruppo  tetraedrico,  d'ordine  n  =  1 2  ; 


*  Centro  sferico  d'un  piano  che  taglia  una  sfera  dicesi 
quella  delle  due  estremità  del  diametro  normale  al  piano 
che  è  più  vicina  ad  esso.  Se  il  piano  passa  pel  centro  della 
sfera,  può  considerarsi  come  suo  centro  sferico  indifferente- 
mente l'una  o  l'altra  delle  estremità  del  diametro  ad  esso 
normale. 
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c)  Il  gruppo  ottaedrico  od  esaedrico,  d'ordine 
n  =  24; 

flfj  II  gruppo  icosaedrico  o  dodecaedrico,  d'or- 
dine n  =z  60. 

Noi  vogliamo  studiare  particolarmente  questi 
gruppi. 

52.  A  tal  uopo,  dato  un  poliedro  regolare  i- 
scritto  in  una  sfera,  projettiamo  dal  centro  sulla 
superficie  sferica  il  poliedro.  Otterremo  una  rete 
di  poligoni  sferici  regolari  ricoprente  tutta  la  sfera. 
Per  comodità  daremo  il  nome  di  poliedro  *  anche 
a  questa  figura,  e  chiameremo  facce  di  essa  i  poli- 
goni sferici  accennati,  e  spigoli  e  vertici  i  lati  e 
i  vertici  di  questi  poligoni. 

Dopo  ciò  esaminiamo  quali  sono  le  rotazioni 
che  mutano  in  sé  stesso  un  dato  poliedro. 

Se  il  polo  d'una  tale  rotazione  non  cade  sopra 
uno  spigolo,  esso  deve  trovarsi  nel  centro  di  una 
faccia,  giacché  in  caso  diverso  nessuna  rotazione 
avente  quel  punto  come  polo  muterebbe  la  faccia 
che  lo  contiene  in  sé  stessa,  mentre  evidentemente 
non  potrebbe  mutarla  in  alcun'altra  faccia.  Se  il 
polo,  senza  cadere  in  un  vertice,  sta  sopra  uno 
spigolo,  è  chiaro  che  dev'essere  nel  suo  punto  di 
mezzo.   Si  vede  pertanto  che  tutte  e  sole  le  rota- 


*  Quando  vi  sia  pericolo  di  equivoco,  invece   di  polie- 
dro diremo  poliedro  sferico. 
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zioni  che  mutano  in    sé  stesso  un   poliedro    sono 
le  seguenti  : 

1.  Rotazioni  aventi  per  poli  i  punti  di  mezzo 
degli  spigoli;  la  loro  ampiezza  è  x; 

2.  Rotazioni  aventi  per  poli  i  centri  delle  facce; 

2  iz 
le  loro  ampiezze  sono  -7-  e  i  suoi  multipli,  f  es- 
sendo il  numero  dei  lati  di  ciascuna  faccia; 

3 .  Rotazioni  aventi  per  poli  i  vertici  ;  le  loro 

ampiezze  sono  —  e  i  suoi  multipli,  q  essendo  il 

numero  degli  spigoli  uscenti  da  ciascun  vertice. 

I  poli  di  ciascuna  categoria  sono  tra  loro  e- 
quivalenti,  giacché  esistono  sempre  rotazioni  che 
mutano  uno  spigolo,  una  faccia  od  un  vertice  in 
un  altro  qualunque.  Il  numero  dei  poli  è  rispetti- 
vamente 5,  F,  V,  designando  queste  lettere  il  nu- 
mero degli  spigoli,  delle  facce  e  dei  vertici  del  po- 
liedro. D'altra  parte,  se  ogni  polo  delle  tre  cate- 
gorie è  comune  a  vf,  v2 ,  v,  rotazioni,  il  numero 

fi 
dei    poli    stessi    è    rispettivamente   (art.    36)   — , 

1 
n 


sicché 


v 


(1)  JL  =  S,    ^  =  F,    JL  =  V, 

vy  v  V  V 

1  2  3 

e,  tenuto  conto  che  (art.  51): 

(2)  n  =  2  5  , 
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si  ha  dalla  (2)  dell'art.  37  : 

0)  F+F  =  S+2, 

che  è  la  nota  forinola  di  Eulero. 

I  numeri  v  ,  v  -,  v    si  determinano  facilmente. 
Anzitutto  dal  confronto  della  prima  delle  (1) 

colla  (2)  segue  vt  =  2,  come  del  resto  si  trova 
anche  direttamente,  osservando  che  il  punto  di 
mezzo  di  uno  spigolo  è  polo,  oltre  che  della  ro- 
tazione nulla,  di  una  rotazione  di  ampiezza  ti. 

Per  il  diedro,  poiché  F  =  2,  V  =  ra,  si  ha 
(posto  n  =  2  ni)  : 

v2  —  m,     v,  =  2. 

Consideriamo  ora  simultaneamente  il  tetraedro, 
l'ottaedro  e  l'icosaedro,  i  quali  hanno  la  proprietà 
comune  di  avere  le  facce  triangolari. 

II  centro  d'una  faccia  d'uno  qualunque  di 
questi  poliedri  è  polo,    oltre    che    della  rotazione 

2  7C  A.  TU 

nulla,  di  due  rotazioni,  l'uria  di  — ,  l'altra  di  —  : 

3  3 

quindi  v2  =  3. 

Un  vertice  è  polo,  oltre  che  della  rotazione  nulla, 

j.  .       .    ,.  .  21C     4TC  2(^— l)TU 

di  q — 1  rotazioni  di  ampiezze  — ,  J— , ... ,  — — — , 

dove  q  ha  lo  stesso  significato  di  poc'anzi  ;  sicché 
v^  —  q.  Ora    nei    3     casi    q  =  3,    4,     5;    quindi 

v3  =:  37  4?  5- 

La  (2)  dell'art.  37  ci  dà  poi  : 
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n         q  6    ' 

donde  nei  tre  casi  »=xi2,  24,  60,  come  del  re- 
sto si  deduce  immediatamente  considerando  che 
n  =  2  5. 

Dalle  formole  precedenti  risultano  le  seguenti 
relazioni  tra  F,  5,  V  pei  tre  poliedri  a  facce  trian- 
golari : 

F  =  2T-4,     S  =  3V-6. 

Confrontando  i  risultati  ottenuti  colla  tabella 
dell'art.  37,  si  vede  che  i  gruppi  diedrico,  tetrae- 
drico, ottaedrico  ed  icosaedrico  corrispondono  rispet- 
tivamente ai  casi  II,  III,  IV,  V  della  detta  tabella. 

Dunque  i  gruppi  che  abbiamo  dimostrato  essere 
i  soli  possibili  esistono  tutti  realmente. 

ì^.  In  base  a  ciò  che  abbiamo  trovato  pos- 
siamo specificare  meglio  la  costituzione  dei  4  gruppi 
poliedrici,  che  designeremo  sempre  coi  simboli  II, 
III,  IV,  V  della  nota  tabella,  mentre  col  simbolo 
I  indicheremo  i  gruppi  ciclici. 

IL  Gli  elementi  del  gruppo  diedrico  sono  : 

La  rotazione  identica. 

Le  m  —  1  rotazioni  di  ampiezze  : 
2  ir     471  2(w  —  1)7: 

m  '    m  m 

aventi  per  asse  l'asse  del  diedro. 

Le  m  rotazioni  di  ampiezza  iz  aventi  per  assi 
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gli  m  assi  di  simmetria  del  poligono  costituente  il 
diedro. 

Nel  caso  di  m  =  2,  il  gruppo  (Vierer grappe) 
consta  della  rotazione  identica  e  di  3  rotazioni  di 
ampiezza  w  intorno  a  tre  assi  ortogonali  *.  Lo 
diremo  per  brevità  un  gruppo  trirettangolo. 

III.  Gli  elementi  del  gruppo  tetraedrico  sono  : 
La  rotazione  identica. 

Le  rotazioni  di  ampiezza  %  aventi  per  poli  i 
punti  di  mezzo  dei  6  spigoli  ;  poiché  tali  punti  so- 
no due  a  due  diametralmente  opposti,  le  rotazioni 
sono  3. 

2  77 

Le  4  rotazioni  di  ampiezza  — -  e  le    4    d'am- 

4  7T 

piezza  ^—  aventi  per  poli  ciascuna  il  centro  d'una 

faccia  e  il  vertice  opposto. 

IV.  Gli  elementi  del  gruppo  ottaedrico  sono  : 
La  rotazione  identica. 

Le  rotazioni  d'ampiezza  t.  aventi  per  poli  i 
punti  di  mezzo  dei  1 2  spigoli  ;  poiché  questi  sono 
due  a  due  diametralmente  opposti,  le  rotazioni 
sono  6. 


*  A  queste  dovrebbero  aggiungersi  le  infinite  rotazioni 
di  ampiezza  qualunque  intorno  al  diametro  al  quale  si  ri- 
duce il  diedro  ;  ma  queste  non  si  considerano  come  trasfor- 
manti il  diedro  in  sé  stesso,  per  la  convenzione  fatta  nel- 
l'art. 51,  secondo  la  quale  anche  il  diedro  bigonale  si  ri- 
guarda come  giacente  in  un  piano  determinato. 

VlVANTI.  6 


aventi 
2 
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Le  rotazioni  di  ampiezze  —  ,  J—  aventi  per 

poli  i  centri  delle  8  facce  ;  poiché  questi  sono 
due  a  due  diametralmente  opposti,  le  rotazioni 
sono  8. 

Le  rotazioni  di  ampiezze   —  ,  *f,  •'» 

per  poli  i  6  vertici  ;  poiché  questi  sono  due  a  due 
diametralmente  opposti,  le  rotazioni  sono  9. 

V.  Gli  elementi  del  gruppo  icosaedrico  sono  : 

La  rotazione  identica. 

Le  rotazioni  di  ampiezza  tz  aventi  per  poli  i 
punti  di  mezzo  dei  30  spigoli;  per  la  ragione  già 
più  volte  ripetuta  esse  sono   15. 

Le  20  rotazioni  di  ampiezze  —  ,  — -  aventi  per 

poli  i  centri  delle  20  facce. 

T  .      .  ,.  .  27i      itt      6tì      8tc 

Le  24  rotazioni  di  ampiezze  —  ,  :L—  ,  —  ,  — 

5        5        5        5 
aventi  per  poli  i  12  vertici. 

54.  Vogliamo  trattare  ora  due  questioni  im- 
portanti relative  a  questi  gruppi,  e  cioè  : 

a)  Se  sieno  semplici  o  composti  (art.   15); 

b)  Se  sieno  ampliabili  (art.  45). 

I.  Un  gruppo  ciclico,  il  cui  ordine  è  un  nu- 
mero primo,  è  semplice  (cfr.  art.  9,  Nota). 

Abbiasi  invece  un  gruppo  ciclico 
t     P    P2  P"_I 

il  cui  ordine  n  non  sia  un  numero  primo.  Posto 
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n  =  r  Sj  il  sottogruppo  : 

pr       pir  p(s-i)r 

è  invariante,  giacché  tutte  le  operazioni  del  gruppo 
sono  tra  loro  permutabili.  Quindi,  se  l'ordine  di 
un  gruppo  ciclico  non  è  primo,  il  gruppo  è  com- 
posto. 

IL  II  gruppo  diedrico  d'ordine  n  =  2  m  con- 
tiene come  sottogruppo  invariante  il  gruppo  ciclico 
delle  m  rotazioni  (compresa  la  rotazione  nulla)  in- 
torno all'asse  del  diedro.  Infatti  ogni  altra  rota- 
zione del  gruppo  scambia  fra  loro  i  poli  di  questo 
sottogruppo  e  quindi  trasforma  il  sottogruppo  in 
sé  stesso. 

III.  Il  gruppo  tetraedrico  contiene  come  sot- 
togruppo invariante  il  gruppo  trirettangolo  formato 
dalla  rotazione  nulla  e  dalle  rotazioni  di  ampiezza 
%  intorno  alle  tre  mediane  che,  come  è  noto,  sono 
tra  loro  ortogonali. 

Infatti  ogni  altra  rotazione  del  gruppo  scam- 
bia fra  loro  le  tre  mediane,  e  quindi  trasforma 
ciascuna  delle  3  rotazioni  di  ampiezza  %  in  una 
di  queste  rotazioni  stesse. 

VI.  Il  gruppo  ottaedrico  lascia  invariato,  come 
sappiamo,  un  cubo.  Ora  degli  8  vertici  d'un  cubo 
4  non  consecutivi  costituiscono  un  tetraedro  rego- 
lare, e  gli  altri  quattro  il  tetraedro  polare  di  que- 
sto. Una  rotazione  del  gruppo  evidentemente  non 
può  avere  che  uno  di  questi  due    effetti:  o  di  la- 
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sciare  invariati  i  due  tetraedri  o  di  scambiarli  tra- 
loro.  Si  può  dimostrare  che  delle  24  rotazioni  del 
gruppo  12  hanno  il  primo  effetto  e  le  altre  12  il 
secondo.  Sieno  P  ,  P, ,  .  .  .  ,  Pt  le  rotazioni  di 
una  delle  due  categorie,  e  0  scambi  i  due  tetrae- 
dri ;  Pi  0 ,  P2  Q ,  .  .  .  ,  PtQ  saranno  tutte  diverse 
tra  loro  ed  apparterranno  all'altra  categoria.  Quindi 
il  numero  degli  elementi  di  una  qualsiasi  delle  due 
categorie  non  può  essere  minore  del  numero  de- 
gli elementi  dell'altra;  in  altri  termini,  le  due  ca- 
tegorie contengono  un  egual  numero  di  elementi. 

Le  12  rotazioni,  che  lasciano  invariati  i  due 
tetraedri,  costituiscono  un  sottogruppo  tetraedrico 
T,  il  quale  è  invariante.  Sia  infatti  P  una  sua  ro- 
tazione, 0  una  rotazione  qualunque  non  apparte- 
nente ad  esso;  evidentemente  la  rotazione  0_I PO 
lascia  invariati  i  tetraedri,  quindi  essa  appartiene  a 
T,  sicché  può  scriversi  :    0~l  V  Q  =  I\ 

Può  osservarsi  ancora,  che  il  gruppo  triret- 
tangolo  è  sottogruppo  invariante  anche  del  grup- 
po ottaedrico.  Infatti,  come  si  è  detto,  ogni  rota- 
zione del  gruppo  ottaedrico  o  lascia  invariati  i  due 
tetraedri  o  li  scambia  fra  loro;  ma,  poiché  i  due 
tetraedri  hanno  le  mediane  comuni,  l'effetto  di  qua- 
lunque rotazione  del  gruppo  tetraedrico  è  di  scam- 
biare tra  loro  queste  mediane.  Di  qui  si  viene  co- 
me prima  alla  conclusione  voluta. 

V.  Al  contrario  dei  precedenti,   il   gruppo   i- 
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cosaedrico  non  contiene  alcun  sottogruppo  inva- 
riante, cioè  è  semplice. 

Ecco  come  ciò  si  dimostra. 

Il  gruppo  icosaedrico  G  contiene  (v.  art.  prec), 
oltre  l'identità,  15  rotazioni  d'ordine  2,  20  d'or- 
dine 3,  24  d'ordine  5;  i  poli  delle  rotazioni  di 
ciascuna  di  queste  tre  specie  sono  equivalenti  (art. 
52),  sicché  le  rotazioni  d'una  qualunque  delle  tre 
specie,  o  sono  potenze  di  una  rotazione  della  spe- 
cie stessa,  o  sono  ottenute  da  tali  potenze  trasfor- 
mandole mediante  opportune  rotazioni  del  gruppo. 
Segue  da  ciò  che,  supposto  esistere  un  sottogruppo 
invariante  r  del  gruppo  icosaedrico,  se  T  contiene 
una  rotazione  d'una  delle  tre  specie,  contiene  tutte 
le  rotazioni  della  specie  stessa.  Pertanto  l'ordine 
di  T  sarà  rappresentato  da  un  numero  della  forma: 

m  =  1  -f-  1 5  oc  -f-  20  (ì  -f-  24  y, 

dove  a,  (3,  y  possono  prendere  i  soli  valori  o,  1  ; 
inoltre  m  deve  essere  divisore  di  60.  Lasciamo 
da  parte  le  soluzioni  a=fi— y=i,  azr=p=y=ro, 
a  cui  corrispondono  rispettivamente  Y=G  e  T=i. 
Se  y  =  1,  ne  segue  m  ^  25,  e  quindi  necessa- 
riamente m  =  30,  donde  la  relazione  impossibile: 

15  a  -f~  20  p  =  30  —  I  —  24  3=  5. 

Sia  dunque  y  =  o,  e  quindi  : 

m  =  1  -f~  15  a  +  20  ^. 


86         GRUPPI    FINITI    DI    ROTAZIONI   D'UNA    SFERA,    ECC. 

Si  vede  che  m  non  può  essere  multiplo  di 
5  ;  ma  il  massimo  divisore  di  60  che  non  contiene 
5  è  —  cioè  12,  quindi  m  Z_  12,  il  che  è  impossibile 
quando  a  e  (S  non  sieno  ambidue  nulli. 

Dunque  il  gruppo  icosaedrico  non  contiene 
alcun  sottogruppo  invariante. 

55.  Veniamo  all'altra  questione,  quella  della 
ampliabilità  dei  gruppi  considerati. 

Prendiamo  uno  qualunque  dei  nostri  poliedri 
sferici,  ed  uno  qualunque  dei  suoi  spigoli;  il  po- 
liedro è  evidentemente  simmetrico  rispetto  al  cer- 
chio massimo  yx  contenente  questo  spigolo.  Ne 
segue  (art.  41,  47)  che,  se  R  è  la  riflessione  ri- 
spetto al  cerchio  yx  e  P  una  rotazione  qualunque 
del  gruppo  G  corrispondente  al  poliedro,  secondo- 
che  i  poli  di  P  sono  punti  di  mezzo  di  spigoli, 
centri  di  facce  o  vertici,  tali  saranno  pure  i  poli 
di  P'  =  RPR;  di  più  le  due  rotazioni  P,  F  a- 
vranno  la  stessa  ampiezza  e  senso  contrario  (es- 
sendo 6,  6  coniugati). 

Da  ciò  risulta  che  P'  è  una  delle  rotazioni  del 
gruppo   G. 

Dunque  il  gruppo  G  è  permutabile  colla  ri- 
flessione R. 

Oltre  ai  cerchi  contenenti  gli  spigoli,  il  polie- 
dro può  avere  altri  cerchi  di  simmetria;  tali  sono 
quelli  che  contengono  le  bisettrici  degli  angoli  delle 
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varie  facce  *'.  Anche  per  questi  cerchi  può  ripe- 
tersi ciò  che  testé  si  è  detto.  Dunque: 

Un  gruppo  poliedrico  e  permutabile  con  tutte 
le  riflessioni  aventi  per  cerchi  di  simmetria  i  cerchi 
di  simmetria  del  relativo  poliedro. 

E  per  conseguenza  (art.  45)  : 

Un  gruppo  poliedrico  può  ampliarsi  mediante 
una  riflessione  rispetto  ad  uno  qualunque  dei  cerchi 
di  simmetria  del  relativo  poliedro. 

Risulterà  evidente  da  ciò  che  diremo  più  in- 
nanzi, che,  qualunque  sia  la  riflessione  scelta,  il 
gruppo  ampliato  è  sempre  lo  stesso. 

56.  Abbiasi  un  poliedro  sferico,  e  si  imagi- 
nino  tracciati  tutti  i  suoi  cerchi  di  simmetria.  Que- 
sti cerchi,  contenendo  le  mediane  delle  varie  facce, 
dividono  ciascuna  faccia  in  if  triangoli,  alternati- 
vamente eguali  e  simmetrici  **,  f  essendo  il  nu- 
mero dei  lati  d'ogni  faccia.  Si  ha  così  sulla  sfera 
una  rete  di  triangoli,  dei  quali  4  si  appoggiano 
su  ogni  spigolo.  E  poiché  il  numero  degli  spigoli 

n 
è    (art.    51)    — ,  quello  dei  triangoli  è  in.  Cioè: 

I  cerchi  di  simmetria  d'un  poliedro  dividono  la 


*  Questi  cerchi  sono  distinti  dai  precedenti  nel  diedro  e 
nell'ottaedro;  coincidono  con  essi  nel  tetraedro  e  nell'ico- 
saedro. 

**  Nel  caso  del  diedro  e  in  quello  del  tetraedro  i  trian- 
goli,  essendo  isosceli,  sono  insieme  eguali  e  simmetrici. 
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sfera  in  in  triangoli  alternativamente  eguali  e  sim- 
metrici, n  essendo  Y ordine  del  corrispondente  gruppo 
poliedrico. 

Gli  angoli  di  ciascun  triangolo  hanno  le  am- 
piezze - — ,  — ,  —  .  Infatti  i   tre   vertici    d'ogni 

triangolo  sono  il  punto  di  mezzo  d'uno  spigolo, 
il  centro  d'una  faccia  e  un  vertice.  Ora  nel  primo 
di  questi  vertici  si  ha  evidentemente  un  angolo 
retto;  ma  v  ==  2  in  tutti  i 
casi,    quindi   l'ampiezza    del- 

l'angolo  è  —  .  Nel  secondo 

vertice   1  angolo  e  — 7   ossia 
5  2/ 

— !r  ;  ora  per  il  diedro/=m=v2> 
(Fig.  3)-  1 

e  per  gli    altri  poliedri  /  =  3  =  v2 ,    qufcidi   Tarn- 

mg 

piezza  dell'angolo  è  — .  Nel  terzo  vertice  l'angolo 

,     277  .  77  .  ,  >  ^ 

e  — ,  ossia  — ,  dove  q  e,  come  prima  (art.  52), 

il  numero  degli  spigoli  concorrenti  in  ciascun  ver- 
tice; ora  per  il  diedro  q  =  2  =  v? ,  per  gli  altri 
poliedri  si  ha  pure  0==v  ,  quindi  l'ampiezza  del- 
l'angolo è  —  *-. 


*  Una  verifica  del  risultato   ottenuto    si  ha   dalla  nota 
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57.  Ogni  rotazione  della  sfera  che  porta  a 
coincidenza  con  sé  stesso  il  poliedro  fa  coincidere 
uno  dei  2  n  triangoli  della  rete  con  un  altro  trian- 
golo ad  esso  eguale.  E  poiché  non  v'ha  alcuna 
rotazione  (tranne  la  rotazione  nulla)  che  faccia 
coincidere  un  triangolo  con  sé  stesso,  dati  due 
triangoli  eguali,  non  vi  può  essere  che  una  sola 
rotazione  del  gruppo  che  porti  uno  di  essi  a  coin- 
cidere coli' altro.  Ora,  se  per  una  coppia  di  trian- 
goli una  tale  rotazione  non  esistesse,  il  numero 
delle  rotazioni  del  gruppo  dovrebbe  essere  infe- 
riore a  quello  dei  triangoli  eguali,  mentre  questi 
due  numeri  sono  identici.  Dunque: 

Dati  due  triangoli  eguali  della  rete,  esiste  una 
ed  una  sola  rotazione  del  gruppo  che  porta  il  primo 
di  essi  a  coincidere  col  secondo. 

Imaginiamo,  per  maggior  chiarezza,  di  trat- 
teggiare tutti  i  triangoli  di  uno  dei  due  sistemi  di 
n  triangoli  eguali,  lasciando  bianchi  quelli  dell'altro 
sistema.  Se  scegliamo  ad  arbitrio  uno  dei  triangoli 


forinola    per    l'area    di    un    triangolo    sferico.  L' area    di 

.uno  dei  triangoli  della  rete  è  — —  ossia  — —  ,  e  il  suo  ec- 

2»  n 

r->7Ci7Ci7r  /v-1  \ 

cesso  sferico  e  ■ — ■ 15  =  75  i    > il; 

vi          v2          v3                     \-  v»  / 

eguagliando  queste  due    quantità   si   ottiene   la  formola  (2) 
dell'art.  37. 
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bianchi,  e  lo  consideriamo  come  corrispondente 
alla  rotazione  nulla,  potremo  stabilire  una  corri- 
spondenza biunivoca  tra  gli  n  triangoli  bianchi  e  le 
n  rotazioni  del  gruppo,  assegnando  come  corrispon- 
dente a  ciascun  triangolo  la  rotazione  che  porta  a 
coincidere  con  esso  il  triangolo  primitivamente 
scelto. 

Qual'è  l'ufficio  dei  triangoli  tratteggiati  in  que- 
sta rappresentazione  del  gruppo  di  rotazioni? 

Una  riflessione  rispetto  ad  uno  qualunque  dei 
cerchi  di  cui  si  compone  la  rete  fa  coincidere  la 
figura  con  sé  stessa,  ma  trasforma  ogni  triangolo 
bianco  in  uno  tratteggiato,  e  viceversa.  Lo  stesso 
effetto  ha,  per  conseguenza,  il  prodotto  di  una  ro- 
tazione per  una  riflessione,  ed  è  facile  vedere  che, 
fissato  ad  arbitrio  un  triangolo  bianco  ed  uno 
tratteggiato,  esiste  una  ed  una  sola  rotazione,  il 
cui  prodotto  per  una  determinata  riflessione  porti 
a  coincidenza  il  primo  triangolo  col  secondo.  Se 
quindi  si  sceglie  arbitrariamente  un  triangolo  bianco, 
e  lo  si  considera  come  corrispondente  all'operazione 
identica,  si  può  stabilire  una  corrispondenza  biuni- 
voca tra  i  2  n  triangoli  della  rete  e  le  2  n  operazioni 
*  del  gruppo  ampliato,  assegnando  come  corrispon- 
dente a  ciascun  triangolo  l'operazione  che  porta  a 
coincidere  con  esso  il  triangolo  primitivamente 
scelto. 

Di  qui  risulta  evidente  che,  qualunque  sia  la 
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riflessione  che  si  sceglie  per  effettuare  l'ampliamen- 
to, il  gruppo  ampliato  è  sempre  lo  stesso. 

Un'osservazione  importante  riguardo  alle  reti 
ora  considerate  è  la  seguente:  Dato  un  triangolo 
della  rete,  si  può  costruire  l'intera  rete  per  simme- 
tria, cioè  costruendo  prima  i  triangoli  simmetrici 
al  dato  rispetto  ai  suoi  tre  lati,  poi  i  triangoli  sim- 
metrici a  questi  rispetto  ai  loro  lati,  e  così  di  se- 
guito. 

58.  Per  quanto  sia  semplice  la  rappresenta- 
zione dei  gruppi  sulla  sfera  alla  quale  siamo  giunti, 
è  però  desiderabile,  per  ovvie  ragioni  pratiche,  pas- 
sare da  essa  ad  una  rappresentazione  sul  piano. 
Tale  passaggio  si  effettua  molto  semplicemente  me- 
diante una  proiezione  stereografica;  per  una  pro- 
prietà già  più  volte  invocata  di  tale  proiezione  le 
figure  piane  ottenute  constano  solo  di  cerchi  e  ret- 
te, e  sono  quindi  di  costruzione  assai  facile.  Ri- 
mettiamo a  più  innanzi  lo  studio  particolareggiato 
di  tali  figure;  e  per  ora  ci  limitiamo  ad  osser- 
vare che  anche  queste  si  possono  dedurre  da  un  u- 
nico  triangolo  mediante  simmetria,  intesa  questa  pa- 
rola nel  senso  dell'art.   41. 
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Costruzione  dei  gruppi  finiti  di  sostituzioni 
e  dei  relativi  gruppi  ampliati. 

59.  Abbiamo  veduto  (art.  49)  come,  mediante 
un'opportuna  proiezione  stereografica,  da  una  so- 
stituzione lineare  ellittica  si  ottenga  una  rotazione 
d'una  sfera  su  sé  stessa.  Reciprocamente,  dato  un 
gruppo  finito  di  rotazioni  d'una  sfera  su  sé  stessa, 
si  ottiene  da  esso,  mediante  una  proiezione  stereo- 
grafica sul  piano  della  variabile  complessa,  un  grup- 
po finito  di  sostituzioni  ;  e  noi  abbiamo  già  tro- 
vato (art.  50  e  seg.)  che  i  gruppi  poliedrici  sono 
atti  a  fornirci  per  questa  via  tutti  i  possibili  gruppi 
finiti  di  sostituzioni  lineari. 

Noi  ci  proponiamo  ora  di  costruire  effettiva- 
mente questi  gruppi. 

A  tal  uopo  noi  dobbiamo  risolvere  il  seguente 
problema  :  Data  una  rotazione  della  sfera  sopra  sé 
stessa,  trovare  la  corrispondente  sostituzione  lineare. 

60.  Stabiliamo  dapprima  le  relazioni  esistenti 
tra  le  coordinate  d'un  punto  del  piano  e  quelle 
della  proiezione  stereografica  di  esso  sulla  sfera. 

Prendasi  per  centro  della  sfera  l'origine  0 
delle  coordinate  del  piano,  e,  indicando  con  £,  7),  £ 
le  coordinate  dei  punti  della  sfera,  si  facciano  coin- 
cidere gli  assi  E,  7)  cogli  assi  x,  y  del  piano.  Sia 
M  un  punto  del  piano,  Mt  la  sua  proiezione  ste- 
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reografica  sulla  sfera,  preso  come    centro    di  pro- 
iezione il  punto  d'intersezione  V  della  sfera  colFas- 


(?k-  4)- 

se  £  positivo.  Sia  R  la  proiezione  ortogonale  di 
Mi  sul  piano  £/,,  T  quella  di  Mi  sull'asse  C,  e  sie- 
no  M,  5  quelle  di  M,  7?  sull'asse  |,  È  quasi  inutile 
osservare  che  i  punti  0,  R,  M  sono  allineati.  De- 
signando con  x9  y  le  coordinate  del  punto  M  del 
piano,  con  e,  u,  C  quelle  del  punto  corrispondente 
Mx  della  sfera,  si  ha  : 

x=ON,    y=NM,     Z=OS,     *=SR,     K=RM^ 

inoltre,  supposto  il  raggio  della  sfera  =  i  : 
(i)  e  +  ^2  +  £2=i. 

Dalla  figura  risulta  : 

ojz_     OJL    AJL     1K-    Tv 

0M~  0N~  NM'     ~OM~~OV' 
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TM=OR,     OV=i,     TV^i-OT^i-RM^ 

quindi  : 


OS         SR        i  —  RM, 


ON  "    NM 


ossia  : 
da  cui 

(2) 


»     i-r 


*       y 

E 


-'■—  I-C'      -'_   i-^   • 
Ne  segue,  tenuto  conto  della  (i)  : 


.T  +  V 


Ci_0J    0-9*     »<-* 

e  da  questa  e  dalle  precedenti  : 

Le  (2),  (3)  ci  danno  le  relazioni  cercate. 

61.  Riprendiamo  la  figura  dell'art.  49,  e  as- 
sumiamo C  come  origine  delle  coordinate.  Suppo- 
niamo inoltre  per  semplicità  il  raggio  della  sfera 
=  1 .  Posto  : 


/>  =  p*  >   q  =  ?e 


si  avrà,  tenuto  conto  che  l'angolo  PVQ  è  retto 
e  che  P  e  Q  sono  allineati  con  C  e  da  parti  op- 
poste di  esso  : 

sicché  potrà  scriversi  : 
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Dalla  : 


q  =  —  —  e* 

P 


l'  —  q  Z—q  1 q  ' 

dove  a  è  l'ampiezza  della  rotazione  (art.  49),  segue  : 

ossia,  posto  a  =  2  (ì,  £~tfi  =  v,  ed  osservando  che 

(ì+i,);+f(f-T) 

Ora  y  e  —  sono  coniugati,  e  cosi  ò  e , 

1         y  j,   ' 

quindi    lo    sono    pure    y  -| p2  e f-  yp2, 

/>  (y  — t)  e  ~y  (T~y)- Indicando  Per- 

tanto  con  A,  B,   C,  D  quattro  quantità  reali,  po- 
trà porsi  : 

y  +  ~?'  =  D  +  iC,     ±  +  y9>  =  D-iC, 

f(,-^)=B+iA,     -pi^-^B-iA. 
La  (  1  )  diverrà  allora  : 
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(D  +  iC)ì-(B-iA) 
l"  (B  +  iA)ì  +  (D  —  iC)  ■ 

Il  determinante  di  questa  sostituzione  è  : 
x  =  j>  +  B>  +  C>  +  D>  =  (?'  +  iy; 

per  ridurla  unitaria  basta  dividerne  tutti  i  coefficienti 

per  p2  -f-  1.  Posto  pertanto  : 

1 


.(l  +  j^^d  +  ic, 


(2)     >      1     (      M    w 

la  sostituzione  diviene  : 

(J-f-jg)^  —  (£  —  ij) 
u;  *  ~~  (b  +  ia)z  +  (d  —  ic)  ' 

e  il  suo  determinante  è  =?•  I  ;  le  quantità  reali  a, 
è,  e,  d  sono  legate  dalla  relazione  : 
(4)  a2  +  b2-\-c2  +  d2=i. 

Prendiamo  gli  assi  coordinati  £,  r,,  £  come 
nell'articolo  precedente,  ed  individuiamo  ciascun 
punto  della  sfera  mediante  la  sua  longitudine  e  la 
sua  latitudine,  considerando  il  piano  £*j  come  e- 
quatore  e  il  piano  E  £  come  meridiano  -d'origine, 
e  prendendo  come  verso  positivo  della  latitudine 
e  della  longitudine  quello  che  conduce  dal  semiasse 
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positivo  £  a  quello  £  o  ij  mediante  una  rotazione 

ai. 

2 

Tra  la  distanza  di.  un  punto  M  del  piano 
dall'origine  e  la  latitudine  della  sua  proiezione  Mx 
passa  una  relazione  semplice.  Posto  (vedi  la  figura 
dell'articolo  precedente)  : 

0M=P,     MOMs=z-k, 

si  ha  MiOV^=— X,  quindi,  essendo  MxOV 

un  triangolo  isoscele,    0  VM  = 1 ,  e  in- 

1        4     '     2   ' 
fine,  ricordando  che   0  V  t=  i  : 


Ne  segue  : 


1  +  tang  ~ 
i  —  tang  — 


tang  — 


e  quindi  : 

(5)        senX  =  ^i,     cosx^^. 

Dando  pertanto  a  p  il  significato  che  aveva 
al  principio  di  questo  articolo,  le  (5)  determinano 
la  latitudine  del  punto  Mi .  La  sua  longitudine  è.f/.. 

Dopo  ciò  le  formole  (2)  ci  permettono  di  ri- 
solvere il  problema  propostoci  nell'art.  59. 

VlVANTI.  m 
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Una  rotazione  è  data,  quando  si  conosce  la 
sua  ampiezza  a  se  2  [i  e  la  latitudine  A  e  la  lon- 
gitudine (x  di  uno  dei  suoi  poli.  Ora  dalle  (2)  se- 
gue, tenuto  conto  delle  (5): 

d  =  \  (t  +  y  )  =  \  («'"  +  ^)  'f*»*:, 


I 


2i(p2  +  l 


s=  *-= — r : =  sen  A  sen  p , 

P    +1         2* 

=  7FVo(T-f)(t+i}) 


1 


H?2  +  0 

2p     etP —  e  tP  e 


QP^r*)^— *-+■+&•) 


se  cos  A  sen  p  sen  [/., 


p2  — j—  1        21  2 1 

^27(p^)(^-y)(7"-^) 


-2i(p2  +  l) 

2p       ^_.^^>_l_e-^  B 

s-  —, — r : ! =ss  cos  A  sen  p  cos  w.. 

p    -J-  I  2*  2 

Le  formole  : 

/  a  =  cos  1  sen  fi  cos  p 
i  £  =s  cos  À  sen  (3  sen  fi 

1   e  ì==  sen  À  sen  p> 


j   e  =s  sen  a 

\    il  SE  COS  p 
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danno  la  sostituzione  (3)    corrispondente    ad  una 
data  rotazione. 

62.  Applichiamo  i  risultati  trovati   ai   gruppi 
finiti  di  rotazioni. 

Gruppi  ciclici.  —  Abbiasi  un  gruppo  ciclico  d'or- 
dine »,  i  cui  poli  sieno  i  punti  (o,  0,  +  0* 

Sarà  >,  ==i  —  ,  [a  indeterminato,  inoltre  : 


kr, 


B  — 

1    2  & 

7U           &X 

r  — 

2      » 

~~     »     ' 

dove 

k  =  o, 

h    2, 

...  ,  » 

—  1,  quindi 

a 

=b= 

0,       C 

=  sen 

£  TU           . 

— ,     d==  co 
n 

e  per 

conseg 

uenza  : 

x!  = 

1  cos 

»      ' 

1  sen  —  1 2 

»  ) 

kTZ 

cos 

» 

k<K          ' 

- 1  sen  — - 
» 

o  più  semplicemente  : 

2fc7Tt 
£'    =g  £  (fc  =  0,     I,     ...    ,     »—    I). 

Gruppi  diedrici.  —  Imaginiamo  il  poligono  che 
costituisce  il  diedro  giacente  nel  piano  £  n  ed  uno 
dei  suoi  vertici  posto  nel  punto  (1,  0,0). 

Il  gruppo  consta  allora  di  un  sottogruppo  ci- 
clico d'ordine  m  avente  per  poli  i  punti  (o,  o,  +  1), 
e  di  m  rotazioni  d'ampiezza  %  intorno  agli  m  assi 
di  simmetria  del  poligono,  che  sono  m  rette  egual- 
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mente  inclinate  fra  loro,  una  delle  quali  è  l'asse 
\.  Le  sostituzioni  corrispondenti  alle  prime  m  ro- 
tazioni sono  (vedi  sopra): 

2ÌbTt 

z!  =  e  m  i   (k=o,  i, ... ,  »»—  i). 

Per  le  altre  m  rotazioni  si  ha  : 

A  =  o,   £=-p   lJ'=-^      (*  =  o,  i,...,f«— 1), 

quindi: 

Izr.        ,  kr.  , 

a  =  cos  — ,     b  =  sen  — ,     e  =  a  =  o, 
m  '  ni 

e  per  conseguenza: 

km       .       kiz 

sen 1  cos  — 

m  m 


^  —       /         km   ..        km\    .' 

I  sen  —  4- 1  cos  —  Ir 
\         m  m  ) 

o  più  semplicemente: 

ikni 

2'  — (/e  =r  O,  I,  . .  .  ,  W —  i). 

Le  sostituzioni  di  un    gruppo    diedrico    sono 
dunque  date  dalle  formole  : 

2kTU  M 

(1)      z!  =  emZ,     £,== (*  =  o,  i,...,m-i). 

In  particolare  le  sostituzioni  del  gruppo  triret- 

tangolo  (art.   53)  sono  : 

1  ,  1 
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Se  T  rappresenta  la  sostituzione  x!  =  e  m  %, 
corrispondente  alla  rotazione  di  ampiezza  — -  in- 
torno all'asse  *(,  e  U  la  sostituzione  z'  = —  cor- 

l 
rispondente  alla    rotazione  di  ampiezza  iz  intorno 
all'asse  £,  tutte  le  sostituzioni  del  gruppo  diedrico 
saranno  rappresentate  da  : 

T\      TkU     (k  =  o,  i,...,m—  i). 
63.  Gruppo  tetraedrico.  —  Noi  vogliamo  di- 
sporre il  tetraedro  in  modo  che  le  sue  tre  mediane 
coincidano  coi  tre  assi  coordinati. 

A  tal  uopo  imaginiamo  iscritto  nella  sfera  un 
cubo  colle  facce  parallele  ai  piani  coordinati  ;  sieno 
J5  A,  B,  C,  D  quat- 

,S\  tro  vertici  non 
contigui  due  a 
due  del  cubo,  A\ 
B',  C,  D'i  ver- 
tici ad  essi  ri- 
spettivamente op- 
posti. I  due  te- 
traedri AB  CD, 
A'B'C'D'  sono 
^  regolari  ,    polari 

(Fig.  5).  l'uno    dell'altro, 

ed  hanno  per  mediane  comuni  i  tre  assi  coordinati. 
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Il'  gruppo  tetraedrico  contiene,  come  abbiamo 
trovato  (art.  54),  un  sottogruppo  trirettangolo,  che 
rappresenteremo  con  : 
(1)  i,     T,     U,     TU, 

T,  U  denotando  rispettivamente  due  rotazioni  * 
di  ampiezza  77  intorno  agli  assi  £  e  £,  e  TU  per 
conseguenza  una  rotazione  di  ampiezza  tz  intorno 
all'asse  r\.  Il  risultato  di  queste  rotazioni  sui  vertici 
del  tetraedro  può  rappresentarsi  così  : 

(ABCD\  /ABCD\ 

—  \dcba)>         \badc)  ' 

iABCD\ 
\CDABJ 

2  1Z 

Sia  S  una  rotazione  di  ampiezza  —    avente 

per  poli  A,  A'  : 

(ABCD\ 

b—\ACDB)  ; 

il  suo  quadrato  è  una  rotazione    di    ampiezza  — 

cogli  stessi  poli  : 

(ABCD\ 
~\ADBCJ  • 

Data  una  rotazione  di  —  o  di  —  intorno  ad 
3  3 


*)  Per  semplicità  indicheremo  sempre  colla   stessa  let- 
tera una  rotazione  e  la  sostituzione  corrispondente. 
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un  altro  vertice,  si  dimostra  facilmente  che  questa 
è  il  prodotto  di  5  o  di  S2  per  una  delle  tre  ro- 
tazioni (2).  Sia  la  rotazione  considerata  : 


\eee.a)  ' 

V  2  1  ,  / 


dove  Es ,  E7 ,  È    denotano  i  vertici  B,  C,  D  presi 
in  un  ordine  qualunque.  Posto  : 

si  ha  : 

(AE,E2E\ 

xy-{aeìe,eJ> 

ossia,  poiché  Y  è  di  ordine  2  : 

K_(AE^E2E\ 

XAE^EJ     ' 

1 A  E  E  E  \ 
ma   Y  è  una  delle  (2),  e  /        '    *    '  1  è  5  oppure 

S2,  quindi  resta  dimostrato  l'asserto. 

Pertanto    le   rotazioni   del   gruppo   tetraedrico 
sono  le  :  seguenti  : 

(   1       T       U         TU 
(3)  )  S     ST     SU      STU 

(  S2    S2T    S2U    S2TU. 
Resta  da  trovarsi  l'espressione    analitica  delle 
sostituzioni  corrispondenti. 

Le  sostituzioni  (1)  sono  state  già  costruite  nel- 
l'articolo precedente  [v.  formole  (2)]. 
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Determiniamo  la  sostituzione  5. 

Le  coordinate  del  punto  A  sono   tutte  e  tre 

=  — -  ;  quindi  le  note  f or  mole  : 

h 

ci  danno  : 

tang  X<f±= .-== ,     tang  p  =  i , 

1/2 

e  per  conseguenza  : 

i  .       t72  i 

senX  =  — =,      cos^  =  -=,      sen[/.  =  cos  [/.=  —  . 

t/3  1/3  1/2 

Inoltre  fi  =  —  ,  quindi  : 

l/7  1 

sen  6  ==  —  ,     cos  B  =  —  . 
2    •  2 

Dopo  ciò  le  (6)  dell'art.  61  ci  danno: 
sicché  l'espressione  della  sostituzione  5  è  : 

I  -f"  *  J   * 

2  2 


2       '      2 


ossia,  considerando  che  1  — 


=  -ì(i+0 
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Di  qui  e  dalle  (2)  dell'art,  prec.  si  ottengono, 
mediante  le  forinole  di  moltiplicazione  dell'art.  20, 
le  espressioni  di  tutte  le  sostituzioni  del  gruppo. 
Le  facciamo  qui  seguire,  ripetendo  anche  quelle 
già  trovate  : 


SU 


S2  = 


)• 


S2U 


-(:'■■ 


TU  = 
ST  = 

STU  = 
S7T  = 

S2TU  = 


-io\ 

o  i/' 
ox\ 

—  io/' 

)• 

)• 

i  i\ 

1 1)> 

•'•)"■ 

l  l  J 


I 

—  I 

—  I 

I 


Le  sostituzioni  del  gruppo  possono  anche  scri- 
versi brevemente  così  : 


(4)  *'  =  &*>  t'  =— 9  * 


t  *— £*  ^— £' 

dove  à,  s  possono  prendere  i  valori  -f-  1  e  —  1. 
Interessa,  per  ciò  che  si  dovrà  dire  più  in- 
nanzi, di  avere  l'espressione  delle  sostituzioni  del 
gruppo  tetraedrico  anche  quando  il  tetraedro  si 
imagini  disposto  in  altro  modo,  e  precisamente 
ruotato  di  450  intorno  all'asse  £  rispetto  alla  posi- 
<  zione   precedente.    Allora,    indicando    con  x,  y  e 
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con  x',  y'  le  coordinate  delle  nuove  posizioni  di 
un  punto  primitivo  e  del  suo  trasformato,  si  ha: 

x  =  —  (<»  —  y),       y  =  --(x  +  y), 


y--         *?>       *       y 


posto  : 

05  -f|  iy  ==?  *,  a?'  +  *'  2/'  =  *!, 

segue  di  qui  : 

(5)           ^sssf-JQ-»,  *'  =  — ■ Sfl'. 

Posto,  per  brevità  : 

i  -\-i  _  i  —  * , 

la  sostituzione  : 


*  = 


diviene  : 


ossia  : 


p#  = 


sicché  la  sostituzione   (      t)  diviene,  nella  nuova 
"disposizione  del  poliedro,  l  Ì    l .  Si  ha  quindi, 
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tenuto  conto  che  p2  =  - 

—  9n  =  i,  pp'  =  i,  ?  =  *>': 

-ii% 

T={-10), 
\      01/' 

»=(°:>. 

\ — *   0/  ' 

-('.'-;)• 

V—  »  e/ 

*»=(:'-;)• 

ST??rn)' 

mu-v 

™~(-Vf)' 

s,^<~:;>» 

S2TU=  (p  ~JA  . 
V1       P  7 

Le  sostituzioni  possono   anche   scriversi   bre- 
vemente, J,  s  avendo  lo  stesso  significato  di  prima: 


*p'2  +  £ 

2 £p 

64.  Gruppo  ottaedrico. 


m   ? 


Se  supponiamo  l'ot- 
taedro disposto  colle  sue  diagonali  secondo  gli  assi 
coordinati,  esso  è  il  poliedro  polare  del  cubo  con- 
siderato nell'articolo  precedente,  e  perciò  le  rota- 
zioni che  lo  lasciano  invariato  sono  quelle  che  la- 
sciano invariato  il  tetraedro  AB  CD  e  quelle  che 
lo  scambiano  col  suo  polare  A'  B'  CD'  (cfr.  art. 
54).  Le  prime  sono  le   rotazioni  (3)    dell'articolo 
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precedente;  le  seconde  si  ottengono  moltiplicando 
queste  per  una  delle  rotazioni  che  scambiano  i  due 

tetraedri,  per  es.  per  la  rotazione  di  ampiezza  — 

intorno  all'asse  £,  che  denoteremo  con  V.  Le  ro- 
tazioni del  gruppo  ottaedrico  sono  dunque  le  se- 
guenti : 


gue: 


i              T 

u 

TU 

S             ST 

su 

STU 

S2            S2T 

S2U 

S2TU 

V            TV 

uv 

TUV 

SV         STV 

SUV         STUV 

S2V        S2TV 

S2UV        S2TUV. 

Osservando  che  : 

T=V2, 

TU: 

=  UT, 

te  rotazioni  possono  anche  scriversi  come 

i       5          S2 

U 

SU         S2U 

V     SV     S2V 

UV 

SUV     S2UV 

V2    SV2    S2V2 

UV2 

SUV2    S2UV2 

V>    S  V*    S2  v> 

uv> 

SUV    S2UV\ 

Le  sostituzioni  del  gruppo  si  trovano  aggiun- 
gendo a  quelle  dell'art,  prec.  i  loro  prodotti  per 
la  sostituzione   J7,  la  cui  espressione  analitica  è: 


si  ottiene  così  : 
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■=(::).  h;j).  h~ò- 

sr  =  5r=(_;'). 

52t/P=52rt7=^"_I   JV 
S2r>  =  S2TF=iIi       lY 
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SUVi  =  STUV=(~        7*\, 

S2UF3  =  S2TUV=zl~~1  *\  *. 

Più  brevemente  le  sostituzioni  del  gruppo  pos- 
sono essere  rappresentate  dalle  (4)  dell'art,  prec, 
dove    e    può   prendere   i   valori   yj-  iy  &  i   valori 

±1,  ±1 

Ancora  più  brevemente  esse  possono  rappre- 
sentarsi mediante  le: 

^  =  **,     <  =  —  ,     1=^—, 

dove  le  à,  e  possono  prendere  i  valori  -f*  i,  +i; 
queste  formole  possono  anche  scriversi: 


:'=A 

<■*$ 

1— 

ik 

65. 

Gruppo  icosaedrico.— 

.le   U,  V  esistono  alcune   s 

-Per  maggior  chia- 

*  Tra 

emplici   relazioni.   Os- 

servando 

che   U,  UV 

sono  di  ordine 

2,  e  che  V  è  di  ordi- 

ne  4,  si  ha: 

U2=i, 

UVUV=  1, 

V*  =  1, 

donde  : 

uvu  =  v^ , 

e  quindi  : 

VU=  UVK 

Di  qui  segue  poi 
V2  U  = 

VUVi=  UV6 

=  UV2, 

Vi  C7  = 

VUV2=  UVi 

=  UV. 
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rezza,  teniamoci  dinanzi  una  imagine  prospettica  del- 
l'icosaedro, dove 
i  vertici  sono  de- 
notati coi  nume- 
ri dall'i  al  12. 
Diciamo  /  il  lato, 
h  l'altezza  d'una 
faccia  dell'icosae- 
dro sferico.  Una 
delle  altezze  divi- 
de la  faccia  in 
due  triangoli  ret- 
tangoli eguali  i 
cui    cateti    sono 

44 


e   la  cui 


a. 

(Fig.  6). 

ipotenusa  è  /,  sicché  si  ha  per  una  nota  formola 
di  trigonometria  sferica: 

cos  /  =  cos  —  cos  h. 

D'altra  parte,  considerando  per  es.  il  semicer- 
chio massimo  i.  2.  12,  si  vede  che  esso  si  com- 
pone di  un  lato  e  di  due  altezze,  sicché: 

1  +  2  i!>  =  ir, 
ossia  : 

h  =  JL ì_ 

~   2  2 

La  formola  precedente  diviene  quindi: 
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/  '  l  1  1 

cos  /  ==  cos  —  sen  —  =  —  sen  / , 

2  2  2 


ossia  : 


da 


tang  /  =  2, 


i  cui  : 


2  i 

sen  /  =  ~j=-  ,      cos  /  =  -7=  . 

Per  ciò  che   diremo   in   seguito    ci   interessa 
anche    di   conoscere   le    funzioni    trigonometriche 

di  —  .  Posto  : 

2 


Vs  = 


si  ha: 


sen  —  —  ^  '  ™c 


-i/r~  l                l         <lf 
1/ ,     cos =  1/  - 

2  \      2r  2  \      ir 

Intanto  l'espressione  ottenuta  di  tang  /  ci 
permette  di  costruire  con  tutta  facilità  la  rappre- 
sentazione dell'icosaedro  col  metodo  di  Monge. 
Disponiamo  l'icosaedro  in  modo  che  la  diagonale 
1.  12  coincida  coll'asse  £,  e  il  piano  1.  2.  12  col 
piano  £  £.  Distinguiamo  con  un  apice  le  icnografie, 
con  due  le  ortografie.  Se  dal  punto  1"  si  conduce 
la  tangente  al  contorno  apparente  della  sfera,  e  su 
questa  si  prende  un  segmento  1"  A  di  lunghezza 
doppia  del  raggio,  la  retta  che  congiunge  A  colla 
proiezione  0"  del  centro  taglierà  il  contorno  ap- 
parente nel  punto  2".  Trovata   l'altra   proiezione 
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II3 


2'  dei  punto  2,  si  iscriverà  nel  cerchio  di  centro 
0'  passante  per  2',  a  partire  da  quest'ultimo  punto, 

r  a 


un  pentagono  regolare  ;  i  vertici  di  questo  saranno 
2',  3',  4',  5',  6',  e  i  punti  3"  e  6"  tra  loro  coin- 
cidenti, 4"  e  5"  pure  tra  loro  coincidenti  si  tro- 
veranno   immediatamente,    considerando  che  essi 

VlVANTI.  R 
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stanno  sulla  parallela  alla  linea  di  terra  condotta 
per  2".  I  punti  7',  8',  9',  io',  il'  sono  i  punti 
opposti  rispettivamente  a  2',  3',  4',  5',  6'  sul  cer- 
chio contenente  questi  punti;  le  corrispondenti  or- 
tografìe stanno  sopra  una  parallela  alla  linea  di  terra 
simmetrica  a  quella  precedentemente  condotta  ri- 
spetto ad  0" .  Come  verifica  può  osservarsi  che, 
essendo  il  punto  2  nel  piano  £  £,  i  vertici  adiacenti 
1,  3,  io,  9,  6  giacciono  in  un  piano  perpendico- 
lare a  questo,  e  quindi  le  loro  ortografie  stanno 
sopra  una  retta;  lo  stesso  può  dirsi  delle  ortografie 
dei  punti  4,  5,  8,   12,   11. 

66.  È  qui  il  luogo  di  fare  un'osservazione 
che  ci  sarà  utile  tra  poco.  Abbiansi  due  rotazioni 
P  ,  P2  di  ampiezze  oli  ,  a2  e  di  assi  lx ,  l2 .  Si  ha 
identicamente  : 

e  P21 P1P2  è  (art.  31)  una  rotazione  di  ampiezza 
ol1  intorno  all'asse  l\  in  cui  si  trasforma  lz  per  ef- 
fetto della  rotazione  P2 .  Quindi  per  ottenere  la  ro- 
tazione Px  P2  o  si  può  effettuare  prima  la  Pt ,  poi 
la  P2,  oppure  si  può  effettuare  prima  la  P2,  poi 
una  rotazione  della  stessa  ampiezza  di  P,  intorno 
all'asse  in  cui  si  trasforma  l'asse  di  P,  per  effetto 
della  P2 . 

Ciò  premesso,  possiamo  dimostrare  che  tutte 
le  rotazioni  del  gruppo  icosaedrico  si  possono  com- 
porre mediante  3  sole  rotazioni,  e  cioè: 
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2  t: 

1.  Una  rotazione  S  di  ampiezza  —    intorno 

alla  diagonale  1.12; 

2.  Una  rotazione  T  di  ampiezza  %  intorno 
alla  congiungente  i  punti   di    mezzo    degli   spigoli 

1.2,    7.12; 

3.  Una  rotazione  U  di  ampiezza  a  intorno 
alla  congiungente  i  punti  di  mezzo  degli  spigoli 
6.8,  3. 11. 

Vogliasi  effettuare  la  rotazione  che  porta  lo 
spigolo  1.2  a  coincidere  con  un  altro  spigolo  qua- 
lunque j/.v.  Distingueremo  3  casi. 

a)  [a  è  il  vertice  1.  Allora  la  rotazione  con- 
siderata è  5  od  una  sua  potenza. 

b)  \l  è  uno  dei  vertici  2,  3,  4,  5,  6.  Per  por- 
tare anzitutto  il  vertice  1  nel  vertice  (/.,  si  eseguirà 
prima  la  rotazione  T  che  porta  1  in  2,  poi,  se  (x 
è  diverso  da  2,  la  rotazione  S^~2  che  porta  1  al 
posto  [J.  *.  Dopo  ciò,  se  2  non  risulta  già  coinci- 
dente con  v,  si  potrà  portare  a  coincidere  con  esso 


*  Non  bisogna  dimenticare  che  gli  assi  di  rotazione 
devono  considerarsi  come  fissi  nello  spazio.  Per  comprendere 
più  chiaramente  le  cose  che  stiamo  dicendo,  conviene  ima- 
ginare  un  icosaedro  fisso  ed  uno  mobile,  coincidenti  in  ori- 
gine, e  quando  si  dice  che  una  rotazione  porta  lo  spigolo 
otp  sullo  spigolo  y8»  si  deve  intendere  che  essa,  applicata 
all'icosaedro  mobile,  porta  lo  spigolo  a  B  di  esso  a  coincidere 
collo  spigolo  yo  dell'icosaedro  fisso. 
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mediante  una  rotazione  di  un  multiplo  di  —  in- 
torno a  [j..  Indichiamo  per  un  momento  con  M 
tale  rotazione,  e  poniamo  anche  N=  TS^~2 .  La 
M  è  (art.  31)  la  trasformata  mediante  la  N  di 
una  rotazione  di  eguale  ampiezza  di  cui  uno  dei 
poli  è  1,  cioè  di  una  rotazione  Sx ,  dove  X  è  uno 
dei  numeri  0,  1,  2,  3,  4  (l'ipotesi  \  =  o  corrispon- 
derebbe al  caso  in  cui  v  già  coincidesse  con  2), 
quindi,  per  l'osservazione  fatta  poc'anzi: 
NM  =  SlN  =  SlTS^2. 

La  rotazione  considerata  si  compone  dunque 
mediante  le  sole  5,  T,  nel  modo  che  risulta  in 
quest'ultima  forinola. 

e)  [/.  è  uno  degli  altri  6  vertici.  Se  diciamo 
[/.'v'  lo  spigolo  in  cui  si  trasforma  [/.v  per  effetto 
della  rotazione  £7,  (*•  sarà  uno  dei  vertici  1,  2,  ...,  6, 
quindi  si  potrà  far  coincidere  1.2  con  [/.'v'  me- 
diante una  rotazione  del  tipo  Sh  oppure  Sh  TSk.  Ne 
segue  che  si  farà  coincidere  1.2  con  p  rispetti- 
vamente mediante  la  Sh  U  o  la  Sh  TSI;  U. 

Riassumendo  :    Tutte    le   rotazioni   del  gruppo 
icosaedrico  si  esprimono  mediante  le  5,  T,  [7,  e  sono 
dei  4  tipi  seguenti: 
S\     ShTS\     ShU,     ShTShU  (h,k  =  o,i,2,h4). 

Si  verifica  immediatamente  che  questi  tipi  com- 
prendono sessanta  rotazioni,  tante  appunto  quante 
ne  sono  contenute  nel  gruppo  icosaedrico. 
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Può  aggiungersi  che  U  è  esprimibile  median- 
te 5  e   T. 

Per  ciò  che  si  è  detto  poc'anzi,  S2  TS}  porta 
i  in  5.  Per  vedere  dove  essa  porta  il  vertice  2, 
osserviamo  che  T  porta  1.2  in  2.1,  quindi  TS3 
porta  1.2  in  5.1,  e  che  moltiplicare  a  sinistra  per 

S2  equivale  ad  eseguire  una  rotazione  di  —  in- 
torno a  5,  rotazione  la  quale  porta  5.1  in  5.7.  Sic- 
ché, in  conclusione,  S2  TS3  porta  1.2  in  5.7. 

D'altra   parte   TS2  T  è   la   trasformata   di   S2 

mediante   T,  cioè  è  una  rotazione  di  —   intorno 

5 
all'asse  2.7;  essa  porta  5.7  in  12.7. 

Dunque  la  rotazione  S2  T  S}  TS2  T  porta  1.2 
in  12.7. 

Ma  lo  stesso  effetto  ha  la  rotazione  U;  quindi: 
S2TS3TS2T  =  U. 

67.  Le  rotazioni  1,  T,  Uy  TU  formano  un 
sottogruppo  trirettangolo  del  gruppo  icosaedrico  ; 
gli  assi  delle  tre  rotazioni  T,  U,  TU  sono  3  me- 
diane costituenti  una  terna  ortogonale  *.  È  evidente, 


*  È  facile  del  resto  trovare  direttamente  nella  fig.  7 
questa  terna  di  mediane.  Denotando  le  varie  mediane  nel 
modo  che  è  detto  più  sotto  nel  testo,  si  vede  che  le 
(1.2  —  7.12),  (4.5  —  9-io)  giacciono  nel  piano  ££,  e  che  le 
loro  proiezioni  sono  3".  11",  4".  10",  le  quali  sono  tra  loro 
perpendicolari  perchè  diagonali  di  un  rombo  ;  inoltre  la  me- 
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per  ragioni  di  simmetria,  che  esistono  5  di  queste 
terne  ortogonali,  le  quali  si  ottengono  da  una  di 
esse  facendola  ruotare  intorno  all'asse  C  di  un  an- 

2  77 

golo  — -  e  dei  suoi  multipli.  Le  15  mediane  del- 
l'icosaedro si  dividono  dunque  in  5  terne  ortogo- 
nali disposte  simmetricamente  intorno  ad  una  dia- 
gonale qualunque. 

Diciamo  kT ,  k.  kn  k  ,  k.  le  7  terne  di  me- 
diane.  Ogni  rotazione  del  gruppo  icosaedrico  muta 
una  terna  in  sé  stessa  od  in  un'altra  terna,  sic- 
ché alle  60  rotazioni  del  gruppo  corrispondono 
60  permutazioni  delle  5  terne. 

Vogliamo  far  vedere  che  queste  sono  tutte  le 
permutazioni  pari  di  5  elementi. 

Indichiamo  perciò  in  generale  con  (ap — y&) 
la  mediana  che  congiunge  il  punto  di  mezzo  dello 
spigolo  a  {{j  con  quello  dello  spigolo  y  à.  Avremo  : 
^=(1.2  —  7.12),  (3.11—6.8),  (4.5—9.10), 
^  =  (1.3  —  8.12),  (4.7  — 2.9),  (5.6— 10.11), 
£3  — (M  —  9-12),    (5.8  —  3.10),    (6.2—  11.7), 

£4==  (1.5  — 10.12),  (6.9  — 4.1 1),  (2.3  —  7.8), 

£s==(i.6  —  11. 12),    (2.10  —  5.7),    (3.4  —  8.9). 
L'effetto  delle  rotazioni  5,   T,   U  sui  vertici  e 


diana  (3. 11  —  6.8)  ha  la  direzione  dell'asse  yj,  quindi  è  per- 
pendicolare alle  altre  due. 
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II9 


sulle  mediane  è  riassunto  nella  tabella  seguente  : 


I 

s 

T 

e; 

I 

1 

2 

12 

2 

3 

1 

7 

3 

4 

6 

11 

4 

5 

9 

IO 

5 

6 

IO 

5» 

6 

2 

3 

8 

7 

8 

12 

2 

8 

9 

11 

6 

9 

IO 

4 

5 

IO 

11 

5 

4 

11 

7 

8 

3 

12 

12 

7 

1 

K 

*> 

*■ 

K 

K  \ 

3 

*i 

k 

k 

K 

^2 

*« 

K 

\ 

> 

5 

\ 

K 

k 

4 

K 

Come  si  vede,  le  permutazioni  subite  dalle  k 
per  effetto  delle  rotazioni  5,  T",  t/  sono  pari.  Per 
conseguenza  lo  stesso  può  dirsi  della  permutazione 
corrispondente  a  qualunque   rotazione  del  gruppo 
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icosaedrico,  giacché  tutte  queste  rotazioni  sono  e- 
sprimibili  come  prodotto  delle  S,  T,  U.  E  poiché 
a  rotazioni  diverse  corrispondono  permutazioni  di- 
verse *,  e  le  rotazioni  del  gruppo  icosaedrico  sono 
appunto  tante  quante  sono  le  permutazioni  pari  di 
5  elementi,  rimane  dimostrato  l'asserto. 

Vediamo  quante  sono  le  rotazioni  del  gruppo 
icosaedrico  che  mutano  in  sé  stessa  una  data  terna, 
per  es.  &, .  Le  intersezioni  della  sfera  colle  tre  me- 
diane di  cui  consta  kl  sono  i  vertici  d'un  ottaedro 
regolare  hl ,  e  le  rotazioni  della  sfera  che  mutano 
in  sé  stessa  la  terna  kl  mutano  pure  in  sé  stesso 
l'ottaedro,  cioè  appartengono  al  gruppo  ad  esso  re- 
lativo; e  poiché  tali  rotazioni  evidentemente  costi- 
tuiscono un  gruppo  (un  sottogruppo  del  gruppo 
icosaedrico),  questo  coincide  col  gruppo  relativo  al- 
l'ottaedro hv  o  ne  è  un  sottogruppo.  Determinia- 
mone l'ordine. 

Uno  dei  vertici  di  hl  può  venire  a  coincidere 
o  con  sé  stesso  o  con  uno  degli  altri  5  vertici,  e 
in  ciascun  caso  lo  spigolo  (dell'icosaedro  sferico) 
di  cui  esso  è  il  punto  di  mezzo  può  coincidere 
collo  spigolo  avente  per  punto  di  mezzo  l'altro 
vertice  in  due  modi  diversi;  ciascuna   coincidenza 


*  Se  ciò  non  fosse,  esisterebbe  una  rotazione  non  nulla 
che  lascerebbe  invariate  tutte  le  terne,  il  che,  come  è  facile 
vedere,  è  impossibile. 
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poi  può  ottenersi  con  una  sola  rotazione  del  grup- 
po icosaedrico  (art.  51).  Ne  segue  che  il  numero 
delle  rotazioni  del  sottogruppo  considerato  è  12. 
Ma  il  solo  sottogruppo  d'ordine  12  d'un  gruppo 
ottaedrico  è  un  gruppo  tetraedrico  (art.  54);  quindi 
l'insieme  delle  rotazioni  del  gruppo  icosaedrico  che 
lasciano  invariata  ima  terna  ortogonale  di  mediane 
costituisce  un  gruppo  tetraedrico. 

Diciamo  I\ ,  f2 ,  f, ,  F4,  r  i  sottogruppi 
tetraedrici  che  lasciano  invariate  rispettivamente  le 
terne  kt ,  k2,  k  ,  &  ?  k  .  I  poli  delle  rotazioni  di 
ra,  r  ,  r -,  r.  si  ottengono  da  quelli  delle  rotazioni 
di  r,  applicando  ad  essi  le  rotazioni  5,  S2,  S3,  S4; 
ne  segue  (art.  31): 

r^s-T^,  r3=5-Tr52,  r==s-%S>,  Ys=s-4rTS\ 

68.  Costruiamo  ora  l'espressione  analitica  delle 
sostituzioni  corrispondenti  alle  rotazioni  5,   T,   U. 
L'espressione  della  S  è  (art.  62)  : 

La  U  è  quella  stessa  rotazione  che  negli  ar- 
ticoli 63  e  64  era  rappresentata  da  TU;  la  sua  e- 
spressione  è: 


Per  la  T  si  ha: 


t  '  7T 
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quindi  : 

1  U  l  A 

a  =  sen  — ,     a  =r  a     e  ==  cos  — ,     a  =  o, 

2  2 

ossia  (art.  65): 

dove  r  =  yj,  sicché  la  sostituzione  cercata  è  : 

che  può  anche  scriversi  : 

od  ancora: 

;■?  "2^-(r+i)' 
L'espressione  di  questa  sostituzione  si  sempli- 
fica introducendo  in  essa  il  simbolo: 

—  27w  .  27T 

s  =  e  5  =  cos 1-  *  sen  —  . 

5  5 

2  77  2  77 

Troviamo  i  valori  di  sen  — ,  cos  —  .  Osser- 

5  5 

vando  che  nel  triangolo  sferico    rettangolo    consi- 
derato al  principio  dell'art.  65  l'angolo    compreso 

/  2  77 

fra  i  lati  — ,  /  è  - — ,  si  ha  per    una   nota   for- 
2   '  5   '  r 
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mola  di  trigonometria  sferica  : 

2S  tans4 

cos == 


5  tangf 

ossia  (v.  art.  cit.)  : 

cos  —  —  —  1  /— -  I  —  r~~  I  —  — — 

donde,  tenuto  conto  che  (r  -\-  i)2  =  6  -|-  2  r  : 

sen  i=  -4  l/x—l^:  =  £  ^gs 

5         [/.         4(/+i)        2    1/    r+i 
1    .  /r  (6  -f-  2  r )  _     1 


2   |/    2(r-fi)  4  v     '      J 

Ne  segue: 

£  =  ìf(r-.)  +  ;(^+7)]. 

Poiché,  per  una   proprietà    nota    delle    radici 
dell'unità,  e  ed  s4  sono  quantità  coniugate,  si  ha: 

s+  =  7 \{r  -  1)  -  i ]/ir(r+i)\ . 
Inoltre  : 
£2+e'=-i-(e+c4)=-i-^(r-i)=-|(r+i), 


*  Da  queste  espressioni  risultano  le  formole: 

ti  1      , — n        r  4-  1 

sen = y  2  r  (r  —  1),     cos =  — '- — 

5  4  5  4 

che  ci  saranno  utili  in  seguito. 
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£2  —  £3  =  s2  —  e8  =  (e  +  £4)(£  —  £4) 

=  i(r-i)^iY2r(r+i) 


=  -|i(r-i)y2f(r+i)=:jit/2f(r-i), 
quindi  : 

<'  =  ■;[-(? +i)  +  iY2r(r-i)], 

Poniamo  : 


<7  ~  £  £4  =  —  %  ]/ 2  f  (f  -\-  i), 

t  qp  £2  —  e3  =  -j-  i\/i  r  (r  —  i)  ; 
le  (j,  t  sono  legate  dalle  relazioni: 


<>t  =  —  r,     <72  -f-  t2  ==  —  5,     cr2  —  t2  = 

—  r. 

La  sostituzione   T  può  scriversi: 

-i       *t+T 

^->tr^ 

e  la  5  : 

quindi  la  S  : 

In  base  a  queste  formole  si  costruisce  senza 
difficoltà  il  quadro  delle  sostituzioni  del  gruppo  ico- 
saedrico  : 


s'"'=(i".?-:). 


S*17 
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ShTSkU=(~ÌZ      l  \  *. 

Per  ciò  che  diremo  fra  poco  interessa  avere 
queste  sostituzioni  sotto  forma  di  sostituzioni  uni- 
tarie. Basta  a  tal  uopo  dividere  i  singoli  elementi 
di  ogni  sostituzione  per  la  radice  quadrata  del  de- 
terminante della  sostituzione  stessa.  Si  ottiene  così  : 

o 

_h_ 
.0      z    2 


Sh  TSk  = 


S"U 


ShTSkU  = 


Queste  sostituzioni  sono  in  parte   diverse   da   quelle 
date  da  Klein  come  componenti  il  gruppo    icosaedrico.  Si 
passa  dalle  une  alle  altre  col  cambiamento  di  variabile  : 
li  =  —  t>     <i  =  —  <• 
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69.  Sappiamo  che  le  sostituzioni  del  gruppo 
icosaedrico  sono  degli  ordini  2,  3,  5.  Importa  po- 
ter riconoscere  immediatamente  l'ordine  di  una 
data  sostituzione  del  gruppo. 

Ricordiamo  che,  quando  una  sostituzione  è 
posta  sotto  la  forma  unitaria  (3)  dell'art.  61,  si 
ha  d  =  cos  fi,  essendo  fi  la  metà  dell'ampiezza  della 
rotazione  corrispondente;  ed  osserviamo  ancora  che 
d  è  la  semisomma  del  primo  e  dell'ultimo  elemento 
della  sostituzione.  Abbiamo  quindi: 

Per  la  Sh  : 

(i)  COS[i==-M£2+£      2j=rCOSy, 

per  la  ShTSk: 

/                            G     /    JL(h+k)  _±(h+k)\ 

l     COS  fi  = \£2  £  / 

(2)  2f 

I  —  -   ^sen^±-^'- 

\  r  i  5     -;  ;> 

per  la  Sh  U: 

(3)  C0S{Ì=:0, 

per  la  Sh  TSk  U: 


(4) 


cos  B  =  — \s 

r  2f 


T    /    J-(-h^k)  JL(h-k) 


T  h  —  k 

=  — r  sen 1t . 

ri  5 

Dalla  (1)  segue  che  le  Sh  (h=i,   2,    3,   4) 

sono  d'ordine  5  ;    dalla   (3),   che  le  Sh  U  (h  =  o, 


I,  2,  3,  4)  sono  d'ordine  2. 


-7-^=+— =4-,/    5    ;    fTTF^-4 

5  2cr  V2r(r-\-i}  4 
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Cerchiamo  ora  quali  delle  5fe  TSfe  sieno  d'or- 
dine 2.  Dev'essere  p  =  — ,  quindi  sen      '      «  =  o, 

donde  : 

h  -\-  k^EEO     (mod.  5). 

In  secondo  luogo  cerchiamo  quali  delle  Sh  T  Sk 
sieno  d'ordine  3.  Dev'essere  fi  =  —  o  — -  ,  quin- 
di cos  p  =  +  -7  ?  e  : 
_*+* ^_  n____ 

l/2f(f+l) 

donde  (v.  nota  a  pag.   123): 

£  +  &  __  TU 

sen  — —  %  =  _u  sen  —  , 
e  quindi: 

fe  -f-  £  =  ^F  l     (m°d  5)- 
Le  rimanenti  sostituzioni  Sh  TSk,  cioè    quelle 
per  cui  : 

b  -{-  h -ÉÉ»^p  2     (mod  5), 
sono  necessariamente  d'ordine  5. 

Facciamo   lo    stesso   studio    per  le  Sh  TSk  U; 
troviamo  : 

Per  l'ordine  2  : 

i'.—  jk 

sen iz  =  o,     h  —  k==o     (mod  5); 

per  l'ordine  3  : 
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h—k  ,    ri 

sen tz  =  ±  _ 1  —  -\- 


5  2t       _  y ir (r  —  i) 

=  +  — I7  2 r(r  4-  i)  =  +  sen —  , 

4  ""         5 
quindi  : 

è  —  fc  ==  +  2     (mod  5); 

per  l'ordine  5  : 

h  —  k=EE±_  1     (mod  5). 
Riassumendo,  il  gruppo  icosaedrico  si  compo- 
ne delle  seguenti  sostituzioni  (cfr.  art.  53): 
La  sostituzione  identica. 
Le  sostituzioni  d'ordine  2  : 

ShU  (fe  =  o,  1,2,  3,4) 

S*  TS*       (6,  £  =  0,0;  1,  4;  2,  3;  3,  2;  4,  1) 
S*  TS*  U       (h,k  =  o,  o;  1,  1;  2,  2;  3,  3;  4,  4> 
Le  sostituzioni  d'ordine  3  : 

Sfc  TSfc       (/?,  k  i=  o,  i;  1,  o;  2,  4;  3,  3;  4,  2; 

0,4;  1,  3;  2,  2;  3,  i;4,  o) 

Sh  TSk  U      (*,.*=  o,  3;  1,  4;  2,  o;  3,  1;  4,  2; 

o,  2;  1,  3;  2,  4;  3,  o;  4,  1). 

Le  sostituzioni  d'ordine  5  : 

5"  (6  =  1,2,3,4) 

5  TS         (h,  k  =  O,  2;  1,  1;  2,  o;  3,  4;  4,  3; 

o,  3;  1,  2;  2,  1;  3,0;  4,  4) 

£  75*  jj     fa  k  _  0j  4;  I}  0;  2j  I;  3?  2.  4?  j. 

o,  1;  1,  2;  2,  3;  3,  4;  4,  o). 

70.  Tutte  le  reti  considerate,  compresa  quella 

tetraedrica  quando  il  poliedro  si  prenda   nella    se- 
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conda  posizione,  hanno  per  cerchio  di  simmetria 
il  cerchio  massimo  intersezione  della  sfera  col  pia- 
no VC  Ne  segue  che  i  relativi  gruppi  possono  am- 
pliarsi mediante  la  riflessione: 

È  inutile  scrivere  qui  per  disteso  le  operazioni 
dei  singoli  gruppi  ampliati;  esse  si  ottengono  ag- 
giungendo alle  operazioni  dei  gruppi  primitivi  quelle 
che  risultano  da  esse  ponendo  ^  in  luogo  di  £. 

71.  In  base  a  quanto  si  è  detto  nell'art.  38,  si 
possono  immediatamente  costruire  i  gruppi  omo- 
genei corrispondenti  ai  gruppi  non  omogenei  sopra 
considerati.  Noi  ci  limitiamo  a  darne  la  rappresen- 
tazione analitica. 

Gruppi  ciclici. 

kiti  _  ferri 

t  =  ±enK.z,  t  =  ±l  "%  (k  =  o,i,...,n-i), 
od  anche  : 


feTTt 

_  hlZÌ 

E  =  e     K, , 

^2    =    e          '        ^ 

(k-L-n)TIi 

(fe-*-w)7Tt 

*.'  == e         K* 

,  t—i 

(k=0,  I,  ...,  «— 1), 

e       0 

o  più  semplicemente: 

h-Ki  _  Inizi 

£r=  *'"*,>       C  =  e      "   l2      (h  =  Ot    I,   ...,    2»-i). 

Gruppi  diedrici.  —  Operando  come  testé  si  è 
fatto,  si  trova: 

VlVANTI. 
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hT.i  _  hjù  \ 

i  m  t  m  J 

^l=t    \   ?>  K-2~~C         J**\   (fc  =  0,  I,...,2f»-l). 

ìrju  _  hiu       f   K  * 

In  particolare  il  gruppo    omogeneo    trirettan- 
golo  (jn  =  2)  può  scriversi  così  : 

*ì=*&)  ^2  =  '         ^2  |       (h_  ,V 

o  più  semplicemente,  ponendo  nelle  seconde  for- 
inole h  invece  di  h  -j-  1  ed  osservando  che,  per 
essere  i4  ==  1 ,  mentre  h  percorre  i  valori  o,  1 ,  2, 
3 ,  si  possono  far  percorrere  ad  h  -\-  1 ,  invece  dei 
valori  1,  2,  3,  4,  gli  stessi  valori  o,   1,  2,  3  : 

Gruppo  tetraedrico.  —  Posto  : 

a=— I-,      Js=-^,,     &  =  ±i,  ■    e  =  ±l, 

si  ha: 

ti  ==  *   <*  5      ^2  ==  ?      ^2         j  /l  _  n    T     -     3^ 

£  =  *(«H  —  *ó  <>  =  KP*.  +  eaO> 

ti  =  &fKe*r  —  0>    £  =?  **&  +  eO> 

Gruppo  ottaedrico.  —  Per  ottenere  le  sostitu- 
zioni di  questo  gruppo,  basta  moltiplicare  quelle 
del  precedente  per  la  sostituzione: 
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,  I   -f~  *  t  J   * 

-Ci  ./—     Zìi        %-2  ./—     K2  ' 

Gruppo  icosaedrico.  —  Tenendo  conto  che  : 


ib  .  2 


*.S* 


«"**(-- 0>     =(-i)'V% 


41 


si  trova: 

U;=±-f(^',+2ln-^""i,%) 


Rappresentazione  dei  gruppi  finiti  sul  piano. 

72.  Veniamo  alla  costruzione  della  rappresen- 
tazione piana  dei  gruppi  alla  quale  accennammo 
nell'articolo  58.  Prenderemo  come  centro  della  pro- 
iezione stereografica  il  punto  (o,  o,  —  1),  come 
piano  di  proiezione  il  piano  £  *) ,  come  assi  x,  y  nel 
piano  stesso  gli  assi  e,  '/). 
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Pei  gruppi  ciclici  e  diedrici  ci  limitiamo  a  dare 
le  sole  figure. 


(FiS.  8). 

La  rete  tetraedrica  si  compone  dei  6  cerchi 
massimi  contenenti  i  6  spigoli  del  tetraedro.  Due 
di  .essi,  cioè  quelli  contenenti  gli  spigoli  AD,  BC 
(v.  fig.  5),  passano  pel  centro  di  proiezione  ed 
hanno  l'inclinazione  di  450  sul  piano  ££;  essi  si 
proiettano  in  due  rette  passanti  per  l'origine  ed  in- 
clinate a  450  sull'asse  x.  Cerchiamo  di  ottenere  la 
proiezione  di  uno  degli  altri  4  cerchi,  per  es.  di 
quello  contenente  lo  spigolo  AC.  k  tal  uòpo  rap- 
presentiamoci col  metodo  di  Monge  la  sfera  e  il 
tetraedro  iscritto,  e  sieno  P,  Q  le  intersezioni  del 
piano  £  C  col  cerchio  massimo  (posto  in  un  piano 
ad  esso  perpendicolare)  contenente  i  punti  A,  C. 
Sieno  Z,  Lj  ;  M,  Mx  ;  N,  Nt  le  intersezioni  della  sfera 
coi  tre  assi,  e  per  N"  si  conduca  N"  H  parallela 
alla  linea  di  terra.  Siccome  P"  Q"    è   inclinata   a 
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45°  sugli  assi  ;,  £  sarà  HN"P"=P"N"L'l'=-^r, 

o 

sicché  le  N"P",  N"  Q"  saranno  le  bisettrici  de- 

>-* 

'3' 


M' 

(Fig.  9). 

gli  angoli  dei  raggi  N"  H,  N"  L'.  Ne  segue  che 
il  fascio  N"(0"L['P"H)  è  armonico.  Quindi,  se 
P,  Q,  Lr  sono  le  proiezioni  stereografiche  sul  pia- 
no icnografico  dei  punti  designati  colle,  stesse  let- 
tere, il  gruppo  di  punti  OLxP  co  è  armonico, 
cioè  Lt  è  il  punto  di  mezzo  del  segmento  QP. 
Ora  la  proiezione  stereografica  del  cerchio  conside- 
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rato  deve  passare  per  F,  Q,  ed  inoltre,  essendo  il 
piano  del  cerchio  perpendicolare  al  piano  \  '(,  il 
centro  della  proiezione  deve  giacere  sul  segmento 
P  Q;  dunque  questo  centro  è  Lt .  Sarebbe  facile 
verificare  che  il  cerchio  passa  (come  deve  accadere) 
per  i  punti  M,  Ml .  Il  raggio  del  cerchio  è  dun- 
que y2. 

Pertanto,  per  descrivere  la  figura  voluta,  basta 
prendere  per  centro    ciascuno    dei    punti    d'incon- 


(Fig.  io). 

tro  dell'equatore  cogli  assi  e  far  passare  il  cerchio 
per  i  due  punti  adiacenti. 


RAPPRESENTAZIONE    DEI    GRUPPI    FINITI    SUL    PIANO.    I35 

I  quattro  cerchi  così  descritti,  insieme  alle  due 
rette  già  menzionate,  dividono  il  piano  in  24  trian- 
goli. Noi  ne  tratteggeremo  12  in  modo  che  due 
triangoli  adiacenti  qualunque  risultino  sempre,  l'uno 
bianco,  l'altro  tratteggiato.  Scegliamo  come  trian- 
golo d'origine  uno  qualunque  dei  triangoli  bianchi, 
per  es.  quello  che  ha  un  vertice  nell'origine  ed 
un'altro  in  A.  Il  triangolo  Tsi  ottiene  da  1  con  una 
rotazione  di  ft    intorno   al   punto   Nì ,  i   triangoli 

5,  S2  con  rotazioni  di  — -  ,  —  intorno  ad  A.  Da 

3  3 
5,  52  si  ricavano  subito  S  T,  S2  T;  poi  con  una  ro- 
tazione di  Tv  intorno  all'asse  x  si  hanno  i  rima- 
nenti triangoli  U,  TU,  S  U,  S2  U,  ST U,  S2  T  U. 
73.  Vogliamo  ora  cambiare  il  centro  di  proie- 
zione, prendendo  come  tale  il  centro  sferico  di 
una  delle  facce  del  tetraedro,  per  es.  A'.  Allora 
A  si  proietta  nell'origine,  e  i  cerchi  ABA'B', 
ACA'C,  ADA'D'  hanno  per  imagini  tre  rette 
egualmente  inclinate  uscenti  da  A.  I  punti  B,  C,  D 
stanno  su  queste  rette  formando  un  triangolo  e- 
quilatero  il  cui  centro  è  A.  Segnati  questi  punti, 
la  cui  distanza  comune  da  A  può  prendersi  ad  ar- 
bitrio *,  si  trovano  gli  altri  osservando  che,  siccome 
C,  D,  B\  A\  vertici  di  una  faccia  del  cubo 
AB'DC'BD'CA\    si   trovano    in    un   piano,    e 


*  Se  1  è  il  raggio  della  sfera,  si  ha  AB  =  Vi. 
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quindi  sopra  un  cerchio,  l'imagine  di  B'  dovrà  stare 

sulla  congiun- 
gente le  ima- 
gini  di  C  e  di 
D.  Il  punto  B' 
è  dunque  l'in- 
tersezione di 
i  CD  col  pro- 
lungamento di 
B  A,  e  analo- 
gamente sono 
determinati  i 
punti  C,  D'. 
Per  compi  eta- 
(Fig.  11). 

re  la  figura,  restano  a  tracciarsi  i  cerchi  CDC  D\ 
DBD'B',  BCB'C,  ed  è  facile  dimostrare  che  i 
loro  centri  sono  rispettivamente  Bf,  C,  D'  ;  basta 
perciò  osservare  che  il  triangolo  B  C  D'  ed  i  suoi 
analoghi  sono  equilateri. 

74.  Nella  figura  io  si  trova  già  disegnato  il 
cubo  (sferico)  AB' D  C B D'  C A',  i  cui  cerchi  di 
simmetria  sono  gli  stessi  dell'ottaedro  avente  per 
diagonali  gli  assi  coordinati.  Per  avere  la  rete  et- 
taedrica, non  v'è  dunque  più  che  da  aggiungere  i 
cerchi  di  simmetria  che  ancora  mancano,  cioè  quelli 
contenenti  le  mediane  delle  varie  facce  del  cubo; 
questi  cerchi  sono  quelli  determinati  sulla  sfera  dai 
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tre  piani  coordinati,  ed  hanno  per  proiezioni  i  due 
assi  coordinati  e  il  cerchio  equatoriale. 

Prendiamo  come  triangolo  i  quello  che  ha  un 
vertice  nell'origine  ed  un  altro  in  A.  I  rimanenti 
triangoli  intorno  all'origine  avranno  i  simboli  V,  V2, 
V\  mentre  gli  altri  triangoli  intorno  ad  A  avranno 


(Fig.  12). 
i  simboli    5,  S2.    Ruotando    intorno    all'origine    di 
— — ,  7i,  — -  si  ottengono  dai  triangoli  5,  S2  rispet- 
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tivamente  i  triangoli  S  V,  S  P,  S  V\  e  S2  V,  S2  V2, 
S2  V\  Ruotando  intorno  all'asse  %  si  ottengono 
U,  S  U,  S2  U,  e  da  questi  con  rotazioni  intorno 
all'origine  i  rimanenti  U  V,  [7*7,  U  V\  SU  V, 
SUV2,  SUV\  S2UV,  S2UV2y  S2UV>. 

75.  Per  avere  la  rappresentazione  sul  piano 
del  gruppo  icosaedrico,  importa  anzitutto  fissare  le 
proiezioni  dei  vertici  dell'icosaedro.  Manterremo  la  - 
disposizione  e  le  notazioni  delle  figure  6  e  7.  Al- 
lora, essendo  12  il  centro  di  proiezione,  esso  si 
proietta  nel  punto  all'infinito,  mentre  il  vertice  1 
ha  per  proiezione  l'origine.  La  proiezione  del  ver- 
tice 2  sta  sull'asse  x  positivo  e  dista  dall'origine 
di  un  segmento  eguale  ad  0"  H"  (fig.  7),  mentre 
la  proiezione  del  vertice  7  sta  sull'asse  x  negativo 
e  dista  dall'origine  di  un  segmento  eguale  ad  0"  K"*. 
Le  proiezioni  degli  altri  vertici  formano  rispettiva- 
mente con  quelle  di  2  e  di  7  due  pentagoni  rego- 
lari aventi  il  centro  nell'origine.  Come  verifica,  può 
osservarsi  che  i  punti  4,  5,  8,  11,  giacendo 
(art.  65)  sopra  un  cerchio  che  passa  per  il  centro 
di  proiezione  12,  devono  avere  le  loro  proiezioni 
in  linea  retta  ;  lo  stesso  può  dirsi  dei  punti  5,  6, 
9,  7;  6,  2,  io,  8;  2,  3,   11,  9;  3,  4,  7,  io.  Quindi 


r 

Se   1   è  il  raggio  della  sfera,  si  trova  OH"  =  — 


OK"  =  r-±^ 
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i  punti  7,  8,  9,  io,  n  risultano  essere  i  vertici  di 
un  pentagono  stellato,  i  cui  lati  sono  i  prolunga- 
menti di  quelli  del  pentagono  convesso  2,  3,4,  5,  6. 
Cerchiamo  ora  le  proiezioni  dei  cerchi  di  sim- 
metria. Quelli  passanti  per  1  e  per  12  si  proiettano 
in  5  rette  uscenti  dall'origine  ed  egualmente  incli- 
nate fra  loro,  una  delle  quali  è  l'asse  *.  Conside- 
riamo ora  per  es.  il  cerchio  di  simmetria  conte- 
nente i  vertici  2,  3,  7,  8.  Esso  si  proietta  natu- 
ralmente in  un  cerchio  passante  per  le  proiezioni 
di  questi  vertici.  Dimostriamo  che  il  centro  di  questo 


(Fig.  i3). 
cerchio  è  5.  Che  sia  5.2  =  5.3  e  5.7  =  5.8  è  evi- 
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dente;  inoltre  gli  angoli  5.3.7  e  5.7.3  hanno  ambi- 

due  l'ampiezza  — *,  quindi  5.3=5.7.  Analogamente 

6,  2,  3,  4  sono  centri  delle  proiezioni    di  altri  4 
cerchi  di  simmetria. 

Consideriamo  invece  il  cerchio  di  simmetria 
passante  pei  vertici  2,  io,  7,  5.  Dimostreremo  che 
il  centro  della  sua  proiezione  è  il  punto  11.  Che 
sia  11.2  =  11.5  e  11.7  =  11.10  è  evidente;  inol- 
tre, siccome  : 

11.7.10=  10.7.9  =  -^, 
11.5.7  =  iz  —  4.5.6,     4.5.6  =  Y' 


si  ha: 


27T 
11.7.5=— -=11.57, 


quindi  11.5  =  11.7.  Analogamente  7,  8,  9,  io  so- 
no centri  delle  proiezioni  di  altrettanti  cerchi  di 
simmetria. 

Riassumendo,  la  rappresentazione  del  gruppo 
icosaedrico  consta  di  5  rette  uscenti  dall'origine  e 
di  io  cerchi  5  a  5  eguali  aventi  i  loro  centri  nei 
punti  2,  3,  .  .  .  ,   11. 


*  Basta  osservare  che  5.3.7  è  angolo  alla  base  del  trian- 
golo isoscele  4.3.5  formato  da  due  lati  e  da  una  diagonale 
del  pentagono  regolare  convesso  2.3.4.5.6,  e  che  5.7.3  è 
angolo  del  pentagono  regolare  stellato  7.8.9.10.11. 
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Tratteggiamo  la  metà  dei  triangoli  formati  dai 
cerchi  descritti,  e  poi  prendiamo  come  triangolo  i 
quello  avente  un  vertice  in.  i  e  un  lato  lungo  l'as- 
se x  positivo.  Ruotando  intorno  al  punto  i  potre- 
mo segnare  i  triangoli  5,  S\  S3,  S4.  Ruotando  in- 
torno al  punto  di  mezzo  dello  spigolo  1.2  a- 
vremo  T,  e  da  questo  ruotando  intorno  al  punto 
2,  per  un'osservazione  già  fatta  (art.  66),  i  trian- 
goli s  t,  s2  t,  s3  r,  s4  r. 


(Fig.  14). 
Ruotando  invece  intorno  ad  1,  aviemo  da  T 
i  triangoli   TS,   T5%   TS3,   TS4;  e   parimenti  da 
ShT(h=i,  2,  3,  4)  i   triangoli   ShTS,   SbTS2, 
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Sh  TSS ,  Sh  TS4.  Applicando  ai  30  triangoli  segnati 
una  rotazione  di  tu  intorno  all'asse  y,  otterremo  fi- 
nalmente i  triangoli  aventi  i  simboli  Sh  U  e  Sb  TSk  U 
C*j  k  =  o,  1,  2,  3,  4)  *. 

Abbiamo  già  avuto  occasione  di  considerare 
le  5  terne  di  mediane  ortogonali  dell'icosaedro 
(art.  67).  Gli  estremi  di  ciascuna  delle  terne  sono 
i  vertici  d'un  ottaedro  regolare,  e  i  centri  sferici 
delle  facce  dei  5  ottaedri  sono  punti  appartenenti 
all'insieme  dei  centri  sferici  delle  facce  dell'icosae- 
dro, come  risulta  evidente  dalla 
fig.  15,  in  cui  è  riprodotta,  in 
proporzioni  più  grandi,  la  par- 
te della  fig.  14  costituita  da 
una  faccia  dell'ottaedro  hz  cor- 
rispondente alla  terna  ki  **. 
Poiché  le  facce  degli  ottaedri 
sono  in  tutto  40  e  quelle  del- 
l'icosaedro 20,  il  centro  sferi- 


(Fig.  15). 
d'ogni  faccia 


co 


due  delle  facce  degli  ottaedri. 


dell'icosaedro  è  centro  sferico    di 


*  Nella  fig.  14  le  dimensioni  furono  ridotte  alla  metà 
rispetto  a  quelle  delle  figure  7  e  13. 

**  Osservando  infatti  la  figura,  si  vede  che  i  15  trian- 
goli di  cui  si  compone  la  faccia  dell'ottaedro  sono  egual- 
mente disposti  intorno  al  centro  sferico  della  faccia  1.5.6  del- 
l'icosaedro, il  quale  nella  figura  è  segnato  con  un  piccolo 
circolo. 
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Considerazioni  generali  sulle  reti  di  triangoli. 

76.  Ciascuna  delle  reti  di  triangoli  costruite 
nel  capitolo  precedente  possiede  le  seguenti  pro- 
prietà *)  : 

1.  Essa  può  essere  generata  da  uno  qualun- 
que dei  suoi  triangoli  mediante  simmetria  ; 

2.  Tutti  i  triangoli  hanno  gli  stessi  angoli, 
che  sono  summultipli  di  -  ; 

3.  Essa  ricopre  il  piano  una  volta  sola,  cioè 
non  si  sovrappone  mai  a  sé  stessa  ; 

4.  Essa  ricopre  il  piano  completamente  ; 

5.  Consta  di  un  numero    finito  di  triangoli; 

6.  Gli  angoli  che  stanno  intorno. ad  uno  stesso 
nodo  sono  tutti  eguali. 

Noi  avremo  a  considerare  nel  seguito  reti  di 
triangoli  prive  di  alcune  di  queste  proprietà;  e  per- 
ciò ci  converrà  distinguere  coll'appellativo  di  rego- 
lari quelle  che  hanno  la  proprietà  6,  e  con  quello 
di  finite  quelle  che  hanno  la  proprietà  5. 

Per  ora  esaminiamo  di  quale  natura  debba 
essere  una  rete,  la  quale  abbia  le  proprietà  1  e  3. 
Consideriamo  uno  dei  vertici  del  triangolo  gene- 
ratore ;  esso  sarà  vertice  comune  di  altri  triangoli 


*  È  quasi  inutile  avvertire  che  queste  proprietà  non  sono 
tutte  indipendenti  tra  loro. 
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alternativamente  eguali  e  simmetrici,  e,  poiché  la 
rete  non  deve  sovrapporsi  a  sé  stessa,  dopo  un 
numero  pari  di  triangoli,  compreso  il  triangolo 
primitivo,  si  dovrà  ritrovare  quest'ultimo. 

Ne  segue,  in  primo  luogo,  che  gli  angoli  in- 
torno a  quel  punto  saranno  tutti  eguali,  in  secondo 
luogo,  che  essi  saranno  summuitipli  di  iz.  Dunque  : 

Una  rete,  che  pub  essere  generata  da  un  trian- 
golo mediante  simmetria  e  non  ricopre  mai  se  stessa, 
e  regolare,  e  gli  angoli  dei  suoi  triangoli  sono  sum- 
muitipli di  TZ. 

Al  contrario  una  tale  rete  non  possiede  ne- 
cessariamente le  proprietà  4  e  5. 

Prendiamo  a  considerare  una  delle  reti  finite 
già  studiate.  Sappiamo  che,  se  in  è  il  numero  dei 

TZ  7C  7C 

triangoli  della  rete  e  —  ,  —  ,  —  sono  gli  an- 

V  V  V 

1      .    2  3 

goli  di  ciascun  triangolo,  si  ha  : 

V  v       '      v  fi  -"' 

1  2  3 

da  cui  : 


*  Questa  relazione  risulta  immediatamente,  se  si  considera 
che  ognuno  dei  triangoli  considerati  è  la  proiezione  stereo- 
grafica d'un  triangolo  sferico  e  quindi  ha  gli  stessi  angoli 
di  questo,  e  che  la  somma  degli  angoli  di  qualunque  trian- 
golo sferico  è  maggiore  di  due  angoli  retti. 
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ossia 


00  — +— +— >i 

V  V  V 


Supponiamo  ora  che  sia  dato    un    triangolo, 


i  cui    angoli  — ,  — —  ,  —  non  soddisfacciano  alla 

0  V  V  V 

1  2  ' 

condizione  (a).  Potranno  aver    luogo    due  casi,  e 

cioè  : 


0) 

III 

I    _ 2                        3 

0) 

1    1    l    1    1   ^ 

V                  V                  V 

Per  distinguere  facilmente  i  3  casi,  procedia- 
mo così.  Sieno  a,  b,  e  i  tre  lati  del  triangolo,  a, 
p,  y  i  vertici  ad  essi  rispettivamente  opposti.  Se  il 
triangolo  ha  due  lati  non  rettilinei,  per  es.  b,  e, 
detto  ai  il  secondo  punto  d'incontro  dei  cerchi  a 
cui  questi  lati  appartengono,  applichiamo  una  in- 
versione (art.  19)  considerando  %  come  origine. 
Allora  i  cerchi  di  cui  fanno  parte  b  e  e  si  mutano 
in  rette,  ed  otteniamo  un  nuovo  triangolo  cogli 
angoli  eguali  a  quelli  del  primo  (art.  17)  e  con 
due  lati  almeno  rettilinei.  È  chiaro  che  questo 
triangolo  ha  il  terzo  lato  rettilineo  nel  caso  (£), 
concavo  verso  il  vertice  opposto  nel  caso  (#),  con- 
vesso nel  caso  (e). 

77.  Del  caso  (a)  furono  già  esaminate  tutte 
le  possibilità. 

ViVANTI.  IO 


146  CONSIDERAZIONI    GENERALI   SULLE    RETI,    ECC. 

Il  caso  (£)  si  esaurisce  facilmente. 
Supposto  v,^v2^v,?  è  chiaro    che  dev'es- 
sere vt  <4. 

Se  v  =  2,  si  ha  : 

v ^  v,     :  2  ' 

2  3 

quindi  2  ^  v2  ^  4,  sicché  si  hanno  le  tre  soluzioni: 

v2  =  2>  v3  =  °°;  .V2=:3'  v3==6'     v2  =  v5  =  4- 
Se  vx  =  3,  si  ha  : 

quindi,  dovendo  essere  v2^3,  si  ha  la  sola  solu- 
zione v2  =  v   =  3. 


J 


-2 


K 


fi*-  '<y 


^^ 

fi       *@     WÈ>Jh* 

Jwfajm* 

Mr^f 

y%^wZ/ 

MfcjM 

mJk 

J^m 

sjj^\ 

Jp*w 

FW%j 

m^s 

- X 

l  m  P 

||%éi/V^ 

(F'g-  17) 
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(Fig.  18) 


(Fig.  i9) 
Riassumendo,  il  caso  (£)  dà  luogo  ai  4  tipi: 

vi==2,      v2  =  2,      v,  =  co; 

\  =  2,     v2  =  3>     ^  =  6; 

vi  =  3,     v2  =  3,     v3  =  3- 
Nelle  figure  sono  rappresentate  le  reti  corri- 
spondenti. Esse  possiedono  tutte  le  proprietà  enu- 
merate nell'articolo    precedente,    meno    la  5,  cioè 
sono  infinite. 
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Se  dal  caso  d'un  triangolo  generatore  con  due 
lati  rettilinei  ritorniamo  a  quello  più  generale  d'un 
triangolo  generatore  qualunque  (v.  la  fine  dell'art, 
prec),  avremo,  in  luogo  delle  rette,  che  sono  cer- 
chi passanti  tutti  pel  punto  all'infinito,  infiniti  cerchi 
passanti  tutti  per  un  punto.  Può  dirsi  dunque  che 
al  caso  (b)  corrispondono  reti  infinite  ricoprenti 
tutto  il  piano  e  formate  di  cerchi  passanti  tutti 
per  un  medesimo  punto. 

78.  Il  caso  (e)  dà  luogo  evidentemente  ad  in- 
finiti tipi. 

Sia  A B  C  il  triangolo  dato,    dove  AB,  A  C 
si  suppongono  rettilinei,  e  B  C  circolare  e  convesso 
x  .*  verso    il   punto    A.    Da   A 

,/  y'  potremo  condurre  due  tan- 

,sjj''     N  genti  AD,  AB  al  cerchio 

,<S    \  \         di  cui  fa  parte  B  C,  e  l'an- 

S^  1  !         golo  B AC  sarà  contenuto 

*  .f^    r\  ,*         nell'angolo  E  AD  o  tutt'al 

*V<  \  1  più    potrà    coincidere    con 

x*v'  esso  (quando  gli  angoli  B, 

/Jì*  C  fossero  nulli).  Il  cerchio 

(Fig.  20)  di  centro  A  passante  per  D 

e  per  E  taglierà  dunque  ortogonalmente  i  prolun- 
gamenti di  tutti  i  tre  lati  del  triangolo  dato.  Imma- 
giniamo d'i  costruire  il  triangolo  simmetrico  di  ABC 
rispetto  ad  uno  qualunque  "  dei  suoi  lati.  Il  cerchio 
DE,  essendo  ortogonale  ai  tre  lati,  è  simmetrico 
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di  sè  stesso  rispetto  a  qualunque  di  essi;  e  poiché 
nella  simmetria  gli  angoli  si  conservano,  esso  ta- 
glia ortogonalmente  anche  i  prolungamenti  dei  tre 
lati  del  nuovo  triangolo.  Concludendo  :  Una  rete. 
del  tipo  (e)  ha  tutti  i  suoi  lati  tagliati  ortogonal- 
mente da  un  medesimo  cerchio,  e  resta  tutta  da  una 
stessa  parte  di  esso  ;  i  vertici  degli  angoli  nulli  — 
se  ve  ne  sono  — ,  e  solo  questi,  giacciono  sul  cer- 
chio. 

Vedesi  da  ciò,  che  le  reti  del  tipo  (<;)  non 
hanno  la  proprietà  4  dell'articolo  76;  esse  infatti 
ricoprono  una  sola  delle  due  parti  in  cui  un  certo 
cerchio  divide  il  piano. 

Di  una  speciale  rete  del  tipo  (e)  dovremo 
occuparci  tra  poco,  di  quella  cioè  che  rappresenta 
il  gruppo  modulare. 

79.  Una  rete  di  triangoli  e  Yimaginz  di  un 
gruppo  di  sostituzioni  lineari  e  del  suo  gruppo  am- 
pliato. 

Abbiasi  un  triangolo  0,  e  sia  b  un  altro  trian- 
golo bianco  della  rete  da  esso  generata  mediante 
simmetria.  Da  a  si  passa  a  b  mediante  un  numero  " 
pari  di  trasformazioni  per  simmetria  ;  ma  ciascuna 
di  queste  è  (art.  41)  Pimagine  di  una  pseudoso- 
stituzione, e  il  prodotto  di  un  numero  pari  di 
pseudosostituzioni  è  (art.  39)  una  sostituzione, 
quindi  da  a  a  b  si  passa  mediante  una  sostituzione 
lineare.  Data  dunque  una    rete,    può    trovarsi    un 
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corrispondente  insieme  di  sostituzioni  lineari;  esse 
sono  le  sostituzioni  che  mutano  la  rete  in  sé  stessa, 
e,  fissato  uno  dei  triangoli  bianchi  come  triangolo 
primitivo,  resta  stabilita  anche  una  corrispondenza 
biunivoca  tra  le  sostituzioni  dell'insieme  e  i  trian- 
goli bianchi  della  rete. 

È .  chiaro,  che  l'insieme  di  sostituzioni  è  sem- 
pre lo  stesso,  qualunque  sia  il  triangolo  della  rete 
che  si  assume  come  primitivo. 

Diciamo  5  la  sostituzione  che  trasforma  a  in 
b,  e  sia  e  un  terzo  triangolo  bianco.  Poiché  può 
considerarsi  anche  b  come  il  triangolo  generatore 
della  rete,  esisterà  nell'insieme  delle  sostituzioni 
una  sostituzione  S'  che  muta  b  in  e.  Il  prodotto  S  S' 
sarà  una  sostituzione  che  muterà  a  in  e,  e  poiché 
nell'insieme  considerato  v'ha  una  ed  una  sola  so- 
stituzione 5"  avente  questa  proprietà,  sarà  S"  =  SS'. 
Dunque  le  sostituzioni  trovate  costituiscono  un 
gruppo,  che  indicheremo  con  G.  Questo  gruppo 
contiene  evidentemente  l'identità  ;  inoltre  esso  con- 
tiene l'inversa  di  ogni  sua  sostituzione,  giacché  se, 
considerando  a  come  generatore,  5  è  la  sostitu- 
zione che  muta  a  in  h,  considerando  invece  b  co- 
me generatore,  5_I  é  la  sostituzione  che  muta  b  in  a. 

E  evidente  poi  che  l'insieme  delle  operazioni 
che  mutano  un  dato  triangolo  bianco  della  rete  in 
tutti  i  triangoli  bianchi  e  tratteggiati  di  essa  non 
è  altro  che  il  gruppo  ampliato   G. 


- 
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Chiamiamo  per  brevità  bitriangolo  la  figura  co- 
stituita da  due  triangoli  adiacenti,  e  supponiamo 
che  i  bitriangoli  abbiano  forma  triangolare  *.  Sia  a 
il  bitriangolo  generatore,  e  sieno  at ,  a2Ì  a.  i  bitrian- 
goli ad  esso  adiacenti,  SJ ,  S2Ì  S  le  sostituzioni 
che  mutano  a  rispettivamente  in  ax ,  a  ,  a  .  Me- 
diante prodotti  di  queste  sostituzioni  a1 ,  a2,  d  si 
muteranno  rispettivamente  nei  bitriangoli  ad  essi 
adiacenti  ;  e  così  di  seguito.  Dato  pertanto  un  bi- 
triangolo qualunque  b,  e  tenuto  conto  che  la  rete 
costituisce  un  campo  connesso,  è  chiaro  che  la 
sostituzione  che  muta  a  in  b  potrà  essere  espressa 
come  un  prodotto  contenente  le  sole  sostituzioni 
5, ,  52 ,  S  .  Queste  chiamansi  le  sostituzioni  gene- 
ratrici del  gruppo  **. 

80.  Diremo  che  due  punti  del  piano  sono 
omologhi  rispetto  ad  un  gruppo  di  operazioni,  se 
esiste  un'operazione  del  gruppo  che  muta  uno  di 
essi  nell'altro.  Due  campi  costituiti  di  punti  rispet- 
tivamente omologhi  diconsi  omologhi. 

L'omologia  gode  delle  3  proprietà  fondamen- 
tali dell'eguaglianza,    purché   il    gruppo    contenga 


*  Ciò  può  aver  luogo  sempre  e  soltanto  quando  i  trian- 
goli hanno  un  angolo  retto. 

**  E  utile  notare  che  SY  ,  S2  ,  5,  non  sono  necessaria- 
mente indipendenti  tra  loro.  Se  i  bitriangoli  non  avessero 
forma  triangolare,  il  numero  delle  sostituzioni  generatrici  sa- 
rebbe maggiore  di  3. 
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l'operazione  identica  e  l'inversa  di  ogni  sua  ope- 
razione. Infatti: 

a)  Ogni  punto  e  omologo  a  se  stesso,  giacché 
il  gruppo  contiene  l'operazione  identica  che  per- 
mette di  passare  da  un  punto  qualunque  al  punto 
medesimo  ; 

V)  Se  A  e  omologo  a  B,  B  e  omologo  ad  A, 
giacché,  se  nel  gruppo  v'é  l'operazione  P  che  muta 
A  in  £,  v'é  pure  l'operazione  P_I  che  muta  B  in  A; 

e)  Se  A  è  omologo  a  B  e  B  e  omologo  a  C, 
A  e  omologo  a  C,  giacché,  se  P  muta  A  in  B  e 
Q  muta  B  in  C,  P  Q,  che  appartiene  pure  al 
gruppo,  muta  A  in   C. 

Rispetto  ad  un  gruppo  di  sostituzioni  d'ordine 

finito  n  i  punti  del  piano    si   scindono    in  sistemi 

di  n  punti  omologhi.  Fanno  eccezione  i  nodi  della 

rete  corrispondente  al  gruppo,  i  quali  formano  si- 

n        n         n 
stemi  rispettivamente  di  —  ,  -  -  ,   —  punti  omo- 

1         .2         .5 
loghi.  Però,  se   consideriamo    i    nodi   come  punti 

v.-pli,  possiamo  dire  in  generale  che  rispetto  ad  un 
gruppo  di  sostituzioni  d'ordine  n  qualunque  punto 
del  piano  appartiene  ad  mi  sistema  di  n  punti  omo- 
loghi. 

81.  Abbiasi  una  rete  di  triangoli,  e  sia  a  un 
bitriangolo  qualunque  di  essa. 

Un  punto  interno  di  a  non  ha  altro  omologo 
in  a  che  se  stesso,  mentre    ha   un   suo   omologo  in 
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ciascuno  degli  altri  bitriangoli.  Abbiasi  invece  un 
punto  posto  su  uno  dei  lati  del  bitriangolo  a;  sic- 
come esso  può  considerarsi  anche  come  apparte- 
nente ad  un  bitriangolo  adiacente,  dovrà  avere  un 
suo  omologo  sul  contorno  di  a.  Dunque  ogni  pun- 
to del  contorno  di  a  diverso  dai  vertici  ha  uno  ed 
un  solo  suo  omologo  sul  contorno  stesso  (il  quale  potrà 
eventualmente  .  coincidere  col  punto  medesimo). 
Infine  un  vertice  di  a  ha  come  omologhi  altrettanti 
vertici  di  a  (non  necessariamente  distinti)  quanti 
sono  i  bitriangoli  a  cui  esso  e  comune. 

Quindi,  se  si  prende  un  bitriangolo  qualunque, 
e  si  considera  come  appartenente  ad  esso  soltanto 
una  parte  opportunamente  determinata  del  suo 
contorno,  si  ha  un  campo  connesso  fornito  della 
duplice  proprietà,  di  non  contenere  alcuna  coppia 
di  punti  omologhi,  e  di  contenere  un  punto  omo- 
logo a  ciascun  punto  della  rete.  Un  tal  campo 
dicesi  un  campo  fondamentale. 

Data  una  rete,  v'ha  un  grande  arbitrio  nella 
scelta  del  campo  fondamentale.  Infatti,  se  /,  /'  sono 
due  parti  omologhe  del  suo  contorno  non  aventi 
alcun  punto  comune,  noi  possiamo  togliere  dal  bi- 
triangolo una  sua  parte  adiacente  ad  /,  aggiungendo 
invece  la  parte  omologa  della  rete  che  si  appoggia 
ad  /',  e  la  figura  risultante,  fatte  le  opportune 
convenzioni  riguardo  al  contorno,  è  ancora  un  cam- 
po fondamentale.  Siffatte  modificazioni,  che  mutano 
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un  campo  fondamentale  in  un  campo  fondamentale, 
si  dicono  mutamenti  leciti. 

82.  Abbiasi  una  rete,  e  sia  G  il  corrispondente 
gruppo  di  sostituzioni  lineari,  H  un  sottogruppo 
di  G  di  indice  finito  s.  Riprendendo  le  notazioni 
dell'art.  9,  sieno  : 

P  —  1      P        P 
le  sostituzioni  di  H;  quelle  di  G  si    potranno  di- 
sporre in  una  tabella  della  forma  seguente: 

K=h     p..     *.;/•• 

Q,p0=Q„      Q.-P..      Q,p„    ■  ■  ■ 

co    q,p0= a,    a.A,i    2,^,  •  •  • 

(  a_,^=a_,,  q^p,,  q£:p„  . . . 

Indichiamo  con  1  il  bitriangolo,  supposto  di 
forma  triangolare,  che  consideriamo  come  genera- 
tore della  rete,  con  Sr ,  S2 ,  5,  i  suoi  adiacenti  che 
si  ottengono  da  esso  rispettivamente  mediante  le 
sostituzioni  St ,  52 ,  5,  generatrici  del  gruppo  G. 
Il  bitriangolo  1  non  può  essere  omologo  a  tutti 
e  tre  i  bitriangoli  5r ,  50  5,  rispetto  ad  H,  giac- 
ché, se  ciò  fosse,  H  conterrebbe  le  sostituzioni  5, , 
52,  5,  e  quindi  tutte  le  sostituzioni  di  G,  e  però 
sarebbe  identico  a  G.  Sia  per  esempio  1  omologo 
ad  S2  e  ad  S, ,  ma  non  ad  5t  ;  e  sieno  S12 ,  S1} 
i  bitriangoli  adiacenti  ad  S:  oltre  1.  Se  5I2,  5 
sono  omologhi  ad   1   o  ad  S1 ,  limitiamo  la  nostra 
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considerazione  al  campo  formato  dai  bitriangoli  i, 
Sj  ;  se  invece  per  es.  5I2  non  è  omologo  ad  alcu- 
no di  questi  due  bitriangoli,  consideriamo  il  cam- 
po formato  dai  bitriangoli  i,  St ,  SI2,  e  continuia- 
mo allo  stesso  modo.  Il  processo  avrà  un  termine 
dopo  un  numero  finito  di  operazioni;  infatti,  sic- 
come i  bitriangoli  corrispondenti  alle  sostituzioni 
di  una  stessa  linea  della  precedente  tabella  sono 
tra  loro  omologhi  rispetto  ad  H,  dopo  aver  trovato 
tutt'al  più  s  bitriangoli  non  omologhi  tra  loro  non 
potremo  che  ricadere  sopra  bitriangoli  omologhi  a 
qualcuno  di  questi.  Verremo  dunque  a  formare  un 
campo  connesso  C,  composto  di  non  più  di  s  bi- 
triangoli non  omologhi  tra  loro.  Se  potremo  di- 
mostrare che  qualunque  punto  della  rete  ha  un  suo 
omologo  in  C,  ne  risulterà  che  C  è  composto  pre- 
cisamente di  s  bitriangoli;  infatti,  se  il  numero  di 
essi  fosse  minore  di  5,  esisterebbe  qualche  linea 
della  tabella  (i)  tale  che  nessuno  dei  triangoli  cor- 
rispondenti ai  suoi  elementi  apparterrebbe  a  C,  e 
quindi  vi  sarebbero  punti  della  rete  non  aventi  in 
C  alcun  omologo. 

Per  stabilire  il  nostro  asserto,  facciamo  dap- 
prima un'osservazione.  Sia  a  un  bitriangolo  esterno 
al  campo  C  e  adiacente  ad  esso,  b  il  bitriangolo 
interno  a  C  adiacente  ad  a.  Se  a  non  fu  compreso 
nel  campo  C,  ciò  vuol  dire  che  esiste  in  C  un  bi- 
triangolo a'  omologo  ad  a.  Fra  i  bitriangoli  con- 
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tigui  ad  a'  ve  ne  deve  essere  uno  b'  omologo  a 
b,  ma  esso  è  necessariamente  esterno  a  C  perchè 
b  è  interno,  quindi  b'  si  appoggia  al  contorno  di 
C.  Pertanto  abbiamo .  sul  contorno  di  C  due  archi 
omologhi:  quello  che  divide  a  da  b,  e  quello  che 
divide  a'  da  b'.  —  Il  ragionamento  fatto  dimostra 
che  i  punti  del  contorno  di  C  sono  due  a  due 
omologhi  rispetto  al  gruppo  H. 

Ciò  premesso,  sia  ^  un  punto  qualunque  della 
parte  del  piano  ricoperta  dalla  rete.  Preso  un  punto 
qualunque  ^o  entro  C,  si  congiunga  ^o  con  ^  me- 
diante una  linea  /  che  non  esca  dal  campo  occu- 
pato dalla  rete  ed  incontri  un  numero  finito  di 
triangoli.  Sia  ^  il  primo  punto  in  cui  la  linea 
incontra  il  contorno  di  C.  e  sieno  al ,  a2 ,  ...  i 
bitriangoli  esterni  a  C  che  essa  successivamente 
attraversa,  /r ,  l2 ,  . . .  i  tratti  di  essa  rispettivamente 
contenuti  in  questi  bitriangoli,  m  il  tratto  termi- 
nante in  ^.  Per  ciò  che  si  è  detto,  esisterà  sul  con- 
torno di  C  un  punto  ^  omologo  di  £, ,  e  partendo 
da  x!t  si  potrà  tracciare  entro  C  un  tratto  di  linea 
ì'l  omologo  al  tratto  /r ,  poi  un  tratto  l'2  omologo 
al  tratto  l2 ,  e  così  di  seguito.  Il  processo  avrà  un 
termine  dopo  un  numero  finito  di  operazioni,  e 
il  punto  nel  quale  termina  il  tratto  ni'  omologo 
di  m  sarà  il  punto  del  campo  C  che  è  omologo 
di  ^. 
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Dunque  ogni  punto  della  rete  ha  un  suo  o- 
mologo  in   C. 

Riassumendo  :  Se  H  e  un  sottogruppo  di  G  di 
indice  finito  s,  si  può  formare  mediante  s  bitrian- 
goli  della  rete  corrispondente  a  G  un  campo  fonda- 
mentale C  di  H.  L'intera  rete  di  G  potrà  scom- 
porsi in  campi  omologhi  a  C  rispetto  ad  H;  que- 
sti campi  costituiranno  la  rete  (poligonale)  relativa 
al  gruppo  H,  e  potrà  dirsi  che  questa  rete  è  con- 
tenuta in  quella  di  G,  nel  senso  che  i  lati  e  i 
nodi  di  H  sono  pure  lati  e  nodi  di  G,  senza  che 
avvenga  l'inversa.  Possiamo  concludere  che  :  Dato 
un  gruppo  ed  un  suo  sottogruppo,  la  rete  del  secondo 
e  contenuta  in  quella  del  primo. 

$3.  Sia  H'  un  sottogruppo  di  G  equivalente 
ad  H  ;  e  supponiamo  : 

H'-^S-'HS. 

Se  3,  £  sono  due  punti  omologhi  tra  loro 
rispetto  ad  H,  S^  S^'  lo  sono  rispetto  ad  H'  (art.  2). 
Ne  segue  che,  se  si  applica  al  campo  C  la  sosti- 
tuzione 5,  il  campo  O  =  S  C  così  ottenuto  è  un 
campo  fondamentale  per  il  sottogruppo  H'.  Più 
semplicemente,  se  al  triangolo  a  cui  si  era  appli- 
cato prima  il  simbolo  1  si  applica  ora  il  sim- 
bolo 5,  C  diviene  un  campo  fondamentale  di  H' . 
Osservando  che,  se  al  bitriangolo  1  si  assegna  il 
simbolo  5,  il  simbolo  1  va  a  cadere  nel  bitriangolo 
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5_I  o  nel  suo  omologo  contenuto  in  G,  conclu- 
diamo che:  77  campo  C  può  considerarsi  come  il 
campo  fondamentale  di  diversi  sottogruppi  equiva- 
lenti, a  seconda  che  si  assegna  il  simbolo  1  a  diversi 
suoi  bitriangoli. 

Di  qui  viene  un'importante  conseguenza:  Se 
H  e  un  sottogruppo  invariante  di  G,  5  una  sosti- 
tuzione qualunque  di  G,  C  un  campo  fondamentale 
di  H,  S  C  e  pure  un  campo  fondamentale  di  H,  o, 
in  altre  parole,  S  trasforma  C  in  sé  stesso,  a  me- 
no di  mutamenti  leciti  *. 

Un  artificio  geometrico  permette  di  presenta- 
re questi  risultati  sotto  forma  più  semplice. 

Si  è  veduto  che  le  parti  del  contorno  di  G 
sono  due  a  due  omologhe. 

Trasformiamo  G,  mediante  deformazione  con- 
tinua, in  una  superficie  chiusa,  portando  a  coinci- 
dere e  saldando  insieme  le  parti  omologhe  del  suo 
contorno.  È  chiaro  che  se,  invece  che  da  G,  par- 


*  Queste  considerazioni  valgono  anche  rispetto  ad  H 
considerato  come  sottogruppo  del  gruppo  ampliato  G.  Cioè: 
Se  H  è  sottogruppo  invariante,  non  solo  di  G,  ma  anche  di  G, 
e  se  R  è  la  riflessione  mediante  la  quale  si  è  ottenuto  l'amplia- 
mento, C  è  simmetrico,  a  meno  di  mutamenti  leciti,  rispetto  al 
cerchio  di  simmetria  di  R.  È  chiaro  che,  reciprocamente,  se 
H  è  sottogruppo  invariante  di  G,  e  C  è,  ó  può  rendersi  con 
mutamenti  leciti,  simmetrico  rispetto  al  cerchio  di  simmetria  di 
R,  H  è  sottogruppo  invariante  di  G. 
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tiamo  da  una  figura  ottenuta  da  C  mediante  mu- 
tamenti leciti,  otteniamo  ancora  la  stessa  superficie 
chiusa  di  prima.  Quindi,  mentre  la  disposizione 
dei  bitriangoli  nel  campo  fondamentale  è  soggetta 
a  molta  arbitrarietà,  questa  cessa  del  tutto  quando 
dal  campo  fondamentale  si  passa  alla  superficie 
chiusa,  sicché  rispetto  a  questa  non  v'ha  più  luo- 
go a  parlare  di  mutamenti  leciti.  Pertanto  può 
dirsi  che:  Se  H  e  un  sottogruppo  invariante  d'un 
gruppo  G,  la  superficie  chiusa  ottenuta  dal  campo 
fondamentale  di  H  e  trasformata  in  se  stessa  da  o- 
gni  sostituzione  di  G.  Il  numero  delle  diverse  tra- 
sformazioni della  superficie  in  se  stessa  è  evidente- 
mente eguale  al  numero  s  dei  bitriangoli  che  essa 
contiene,  ossia  all'indice  del  sottogruppo,  giacché 
si  può  trasformare  il  bitriangolo  i  in  ciascuno  degli 
s  bitriangoli,  compreso  sé  stesso,  e  d'altra  parte, 
fissato  il  bitriangolo  in  cui  i  si  trasforma,  è  indi- 
viduata la  trasformazione. 

Diciamo  nodi  di  ia,  2a ,  f  specie  i  nodi  della 
rete  in  cui  cadono  rispettivamente  i  vertici  degli  an- 
goli di  ampiezza  — \  — ,  —  .  Poiché  le  trasforma- 
v         v         v 
1         2         3 
zioni  della  superficie  in  sé  stessa  mutano   gli    uni 

negli  altri  i  nodi  della  stessa  specie,  ne  segue  che  : 
La  superficie  corrispondente  ad  un  sottogruppo  in- 
variante ha  la  proprietà  che  intorno  a  ciascun  suo 
nodo  della  stessa  specie  sta  un  eguai  numero  di  bi- 
triangoli. 
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Questa  proprietà  si    esprime   brevemente    di- 
cendo che  la  superficie  è  regolare. 

84.  Riprendiamo  la  tabella  (1)  dell'art.  82,  e 
ricordiamo  che  gli  s  bitriangoli  che  compongono  il 
campo  C  hanno  per  simboli  5  sostituzioni  appar- 
tenenti rispettivamente  alle  s  linee  di  quella  tabel- 
la. Possiamo  quindi  assegnare  agli  s  bitriangoli  ri- 
spettivamente i  simboli  : 

(0        1.  Qi,  Qv  ...,  &_,, 

a  meno  di  sostituzioni  di  H,  intendendo  con  ciò 
che  il  vero  simbolo  del  bitriangolo,  a  cui  abbiamo 
assegnato  il  simbolo  Q.  può  non  essere  Oi ,  ma 
il  prodotto  di  Qi  per  una  sostituzione  di  H.  Se 
trasformiamo  poi  il  campo  C  in  una  superficie 
chiusa  nel  modo  già  detto,  ed  invaginiamo  di  sovrap- 
porre a  questa  superficie  tutti  i  campi  omologhi  a 
C  in  cui  si  divide  la  rete,  facendo  coincidere  i  bi- 
triangoli omologhi  *,  il  bitriangolo  Oi  rappresen- 
terà da  sé  solo  tutti  i  bitriangoli  aventi  i  simboli 
contenuti  nella  linea  (i  -j-  i)-esima  della  tabella. 
Dopo  ciò  i  simboli  (1)  possono  rappresentare  s 
trasformazioni  in  sé  stessa  della  superficie,  essen- 
do Qi  il  simbolo  della  trasformazione  prodotta  da 
una  qualunque  delle  sostituzioni   Q4Ph  (h  =  o,  1, 


*  Non  bisogna  dimenticare  che  noi  ammettiamo  di  po- 
tere deformare  in  qualunque  modo,  purché  con  continuità, 
le  nostre  figure. 


CONSIDERAZIONI    GENERALI    SULLE   RETI,    ECC.  l6l 

2,  .  .  .),  trasformazione  che  è  indipendente  dall'in- 
dice h. 

Oneste  s  trasformazioni  formano  un  gruppo, 
quando  H  e  un  sottogruppo  invariante. 

Infatti,  poiché  in  questo  caso,  qualunque  sie- 
no  gli  indici  a,  p,  si  trova  sempre  un  terzo  indice 
ji'  tale,  che: 

2^2,=^., 

ossia  : 

può  scriversi: 

2,^,2,^=  2,2  A  p*> 

ora  QiQ  è  una  certa  sostituzione  di  G,  quindi 
figura  nella  tabella  (i)  dell'art.  82,  cioè  ha  la 
forma   QtP   ,  sicché: 

2,^2,^=2,iVV^ 

e  PmPh,Pk  è  una  certa  sostituzione  Pr  del  sotto- 
gruppo H,  onde: 

dove  l  dipende  soltanto  da  i  e  da  j.  Noi  scrivere- 
mo questo  simbolicamente  cosi: 

2,2,  =  2,, 

formola  che  ha  un  significato  reale  immediato,  se 
per  Q.  s'intende,  non  già  la  sostituzione  così  de- 
notata, ma  la  corrispondente  trasformazione  della 
superficie  chiusa  in  sé  stessa. 

Il  gruppo  G'  delle  trasformazioni  della  super- 
ficie in  sé  stessa  è  meriedricamente  isomorfo  al  grup- 

VlVANTI.  II 
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po  G,  e  il  grado  di  meriedria  è  l'ordine  del  sotto- 
gruppo H  quando  questo  è  finito.  All'identità  in 
G'  corrisponde  in  G  il  sottogruppo  H;  ad  un. sot- 
to gruppo  di  G'  corrisponde  un  sottogruppo  di 
G  contenente  H.  E  poiché  lo  studio  di  G'  è  sem- 
pre più  facile  di  quello  di  G,  l'aver  ridotto  la  ri- 
cerca dei  sottogruppi  di  G  a  quella  dei  sottogruppi 
di   G'  costituisce  un  reale  vantaggio. 

85.  Ad  illustrazione  delle  cose  dette  sviluppe- 
remo un  esempio  che  ci  sarà  utile  in  seguito. 

Si  è  veduto  (art.  54)  che  il  gruppo  trirettan- 
golo  è  un  sottogruppo  invariante  del  gruppo  et- 
taedrico. Indichiamo  questi  due  gruppi  rispettiva- 
mente con  H,  G.  Le  sostituzioni  del  gruppo  H 
sono: 

1,     P,     U,     UV\ 

Partiamo  da  uno  qualunque  dei  bitriangoli 
della  rete  ottaedrica,  per  es.  da  U  V.  I  suoi  conti- 
gui sono  U,  U  V2,  S2  U  V2;  i  due  primi  sono  o- 
mologhi  fra  loro  rispetto  ad  H,  quindi  basta  rite- 
nere U  V2  e  S1  U  V2.  I  contigui  di  questi  diversi 
da  UV  sonoUV\  S2 U V\  SUV,  SUV2;  U F» 
è  omologo  ad  U  V,  quindi  riteniamo  gli  altri  tre. 
Otteniamo  così  un  campo  fondamentale  di  H  com- 
posto dei  6  bitriangoli  seguenti: 

(1)  ur,  uv%  szuv2,  s2uv\  suv,  sur*. 
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Se  alla  metà  tratteggiata  di  U  V2  e  alla  metà 
Manca  di  S2  U  V3  sostituiamo  la  metà  tratteggiata  di 
U  e  la  metà  bianca  di  S2  U  V  ad  esse  rispettiva- 
nente  omologhe  rispetto  ad  H,  otteniamo  il  carn- 
eo fondamentale  disegnato  nella  figura  21.    Sono 


(Fig.  21) 

lati  omologhi  del  suo  contorno  a  b,  ab';  bc,  b'  e' ; 
ed,  e'  d' ;  de,  d' e.  Deformando  la  rete  in  modo  da 
portare  a  coincidere  i  lati  omologhi  come  è  indi- 
cato nella  fig.  22,  essa  può  ridursi  alla  forma  della 
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fig.  23,  la  quale,  come  è  facile  vedere,  rappresenta 
una  rete  diedrica  di  12  triangoli  (m  =  3)  proiettata 


(Fig.  22) 

stereograficamente  da  uno  dei  nodi  posti  sull'equa- 
tore. Risulta  da  ciò  che,    se    formiamo    la   tabella 


I 

V2 

u 

UV2 

V 

p 

uv> 

uv 

s 

SV1 

su  , 

SUV2 

sv 

sr> 

suv> 

suv 

S2 

S2V2 

S2U 

S2UV2 

S2V 

S2V> 

s2uh 

S2UV. 
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[i)  dell'art.  82,  e  scegliamo  un  elemento  di  cia- 
scuna linea,  i  6  elementi  devono  formare  un  grup- 
po diedrico  a  meno  di  sostituzioni  di  H.  Ciò  si 
verifica  senza  difficoltà.  La  tabella  è  nel  caso  at- 
tuale, e  tenuto  conto  delle  relazioni  stabilite  nella 
nota  all'art.  64: 


W 


Possiamo  intanto  osservare  che  le  6  sostitu- 
zioni (i)  appartengono  alle  6  diverse  linee  della 
tabella.  Inoltre,  tenuto  conto  che  V2  è  omologo 
ad  1  rispetto  ad  H,  si  vede  immediatamente  che 
le  6  sostituzioni  1 ,  5,  S2,  F,  S  V,  S2  V  formano 
un  gruppo  diedrico  a  meno  di  sostituzioni  di  H. 

Si  può  anche  seguire  il  cammino  inverso.  Os- 
servando che  le  6  sostituzioni  1,  5,  S2,  V,  SF,  S2V 
formano,  a  meno  di  sostituzioni  di  H,  un  grup- 
po diedrico,  si  può  partire  dalla  rete  che  rappre- 
senta questo  gruppo  (fig.  23),  eseguire  un  taglio 
lungo  la  linea  ab  e  de  nella  superficie  in  cui  essa 
giace,  e  deformare  questa,  come  è  indicato  nella 
fig.  22,  sino  a  portarla  alla  forma  della  fig.  21, 
nella  quale  sono  omologhe  le  parti    del   contorno 
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che  rappresentano  due  lembi  corrispondenti  del  ta- 
glio praticato  nella  superficie  chiusa.  Si  vede  senza 
difficoltà  che  la  rete  ottaedrica  si  divide  in  4  parti 
omologhe  rispetto  ad  if,  e  cioè  quella  disegnata 
nella  figura  21,  la  sua  simmetrica  rispetto  all'asse 
imaginario,  e  i  due  semicerchi  in  cui  il  cerchio  di 
raggio  1  è  diviso  da  quest'asse,  e  che  queste  quat- 
tro parti,  considerate  come  bitriangoli  e  divise  in 
triangoli  mediante  l'asse  reale,  ci  danno  la  rete  del 
gruppo  trirettangolo. 

86.  Vogliamo  de- 
terminare il  genere  p 
della  superficie   chiusa 
^^  corrispondente   ad    un 
sottogruppo  d'indice  s. 
Per  il  teorema  ^'Eu- 
lero   generalizzato    ** 
(Fig.  24)  *  (cfr.  art.  52),  se  5,  F, 

V  è  il  numero  degli  spigoli,  delle  facce  e  dei  ver- 
tici d'una  superficie  chiusa  di  genere  p,  si  ha: 
F+F=S+2  —  2p. 


*  Le  due  rette  della  figura,  che  per  inavvertenza  furono 
disposte  obliquamente,  devono  essere,  l'una  orizzontale,  l'al- 
tra verticale. 

**  Ecco  come  può  dimostrarsi  questo  teorema. 

Sia  eh  (b t^>  3)  il  numero  dei  nodi  in  ognuno  dei  quali 
concorrono  /;  spigoli;  si  ha: 

r=  J  ehì 
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Diciamo  2  ml ,  2  m2 ,  . . . ,  2  mv  il  numero  de- 
gli spigoli  che  concorrono  nei  singoli  vertici;  sarà  : 

s  =  l_  mi  • 


inoltre,  tenuto  conto  che  ogni  spigolo  ha  due  estremi  : 

2  ;, 
Se  in  un  punto  concorrono  h  spigoli,  esso  può  con- 
siderarsi co,me  ottenuto  dalla  coincidenza  di  h  —  2  punti  di 
concorso  di  spigoli  2  a  2  ;  così  nella  figura  p  risulta  dalla 
coincidenza  dei  punti  p1  ,  p2  ,  fa  .  Pratichiamo  per  es.  nello 
spigolo  ap  un  punto  sezione  0  ;  le  due  parti   di  questo  spi- 


(Fig.    2^) 

golo  e  tutti  i  rimanenti  potranno  considerarsi  come  altret- 
tanti tagli  di  ia  specie.  Degli  estremi  di  questi  tagli  due  ca- 
dono in  0  e  h  —  2  in  p,  sicché  il  numero    totale    degli   e- 

stremiè2-)-^(^ — 2)*.,  e  quello  dei  tagli  x+— 5  Q1 — 2)eh 
ossia  S  —  V  -j-  1 .  Questi  tagli  scompongono  la  superficie  in 
F  parti,  quindi  si  ha  per  un  noto  teorema  : 
F  =  (S-V+i)-2P+i, 
ossia  : 

F-\-V=S+2  —  2p. 
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Inoltre  il  numero  F  delle  facce  è  nel  caso  no- 
stro 2  5,  quindi: 

v 

2  S  -f-  V—  ^  mi  +  2  —  2p, 

da  cui  : 

i     F 

Se  il  sottogruppo  è  invariante,  la  superficie 
è  regolare,  ed  w;  ha  lo  stesso  valore  per  tutti  i 
nodi  della  stessa  specie.  Indichiamo  rispettivamente 
con  nt,  n2,  n,  il  valore  di  mi  per  i  nodi  di  ia, 
2a,  ja  specie;  ed  osserviamo  che,  se  in  un  nodo 
di  i-esima  specie  concorrono  %ni  spigoli,  e  quindi 
se  esso  appartiene  ad  ni  triangoli  bianchi,  il  nu- 
mero dei  nodi  di  i-esima  specie  appartenenti  alla  su- 
perficie chiusa  è  —  *.  La  forinola  precedente  di- 
r  ni 

viene  allora: 

n:  —  i 


(i)  ^;-i  +  l7 


».  2 

È  da  notarsi  che  n  ,  n  ,  »  sono  necessaria- 
mente sottomultipli  di  s.  Essi  sono  anche  sotto- 
multipli rispettivamente  di  vl  ,  v2 ,  v,. 


*  Infatti,  mentre  in  generale  un  punto  della  superfìcie 
ammette  s  punti  omologhi  compreso  se  stesso,  un  nodo  di 
i-esima  specie,  appartenendo  ad  ni  triangoli  bianchi,  non  ne 


* 

ammette  che  — - 
n- 
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Il  gruppo  modulare  e  i  suoi  sottogruppi. 


87.  Il  gruppo  modulare  ammette  una  defini- 
zione aritmetica  semplicissima;  però  è  più  confor- 
me ai  nostri  procedimenti  assumere  come  dato  il 
campo  fondamentale  relativo  al  gruppo  stesso,  e  de- 
durne le  proprietà  aritmetiche  del  gruppo. 

Consideriamo  il  triangolo  formato  dall'asse 
delle  quantità  imaginarie,    dalla   sua   parallela   alla 

distanza  —  —  e 


dal  cerchio  di 
raggio  1  col  cen- 
tro nell'origine, 
e  contenuto  in- 
teramente nel 
semipiano  supe- 


(Fig,  26) 

sono  i  p 


e   il    punto    all'infinito,    le   ampiezze    degli    angoli 

— ,  ~—  e  o,  sicché  si  ha: 
2        3 

V:=2>        Va=3?        V3=CO. 

La  rete  generata  per  simmetria  dal  nostro 
triangolo  appartiene  dunque  al  tipo  (e)  dell'art.  76. 
Cerchiamo  di  determinare  il   suo   cerchio   di  sim- 
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metria.  I  soli  cerchi  che  tagliano  ortogonalmente 
i  due  lati  paralleli  del  triangolo  sono  le  rette  pa- 
rallele all'asse  delle  quantità  reali  ;  fra  queste  la  sola 
che  taglia  ortogonalmente  il  lato  curvilineo  è  quella 
passante  pel  centro  del  cerchio  di  cui  esso  fa  parte, 
cioè  lo  stesso  asse  reale.  Dunque  l'asse  reale  è  il 
cerchio  di  simmetria  della  rete,  e  questa  sta  tutta 
nel  semipiano  superiore.  I  vertici  degli  angoli  di 
ampiezza  nulla  (cioè  i  punti  omologhi  al  punto  al- 
l'infinito) stanno  tutti  sull'asse  reale. 

Noi  assumeremo  come  campo  fondamentale 
del  gruppo  da  studiarsi  il  bitriangolo  formato  dal 
triangolo  testé  costruito  e  dal  suo  simmetrico  ri- 
spetto all'asse  imaginario.  Le  parti  del  suo  contorno 
che  si  riguardano  come  appartenenti  ad  esso  sono 
il  lato  rettilineo  di  sinistra  e  la  metà  di  sinistra 
del  lato  circolare. 

Consideriamo  i  3  bitriangoli  contigui.  Essi 
si  ottengono  rispettivamente  mediante  una  trasla- 
zione di  — j—  1  e  di  —  1  e  mediante  un'inversione 
rispetto  al  cerchio  di  raggio  1  col  centro  nell'o- 
rigine; le  espressioni  analitiche  di  queste  sostitu- 
zioni sono  : 

«  m::).s-=g -;)./=(:-:)■ 

Può  osservarsi  che  queste  sostituzioni  sono  u- 
nitarie  ed  a  coefficienti  interi,  sicché  il  gruppo  di 
cui  esse  sono  le  sostituzioni  generatrici  sarà  pure 
formato  di  sostituzioni  unitarie  a  coefficienti  interi. 


p  = 
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Noi  vogliamo  dimostrare  che,  reciprocamente, 
ogni  sostituzione  unitaria  a  coefficienti  interi  può 
esprimersi  come  prodotto  di  potenze  delle  sostitu- 
zioni (1). 

Sia: 

una  sostituzione,  i  cui  elementi  sieno    numeri    in- 
teri legati  dalla  relazione: 
(2)  òr  8  —  Py=  i. 

Poiché  y  e  8  non  possono  essere  insieme  nulli, 
sono  possibili  3   casi,  cioè: 

T#°j    &  =  <>;    y  =  o,    ^#-95    T#°j   St^o. 

Sia  dapprima  y  7^  o,  ri  ==  o.  Allora,  per  la 
(2),  Py  — —  J>  e  quhidi,  indicando  con  e  l'unità 
positiva  o  negativa,  ji  =  e?  y  —  —  £?  sicché  : 

ossia  l'espressione  di  P  è  : 

,  1 

<  =  _„—--. 

Posto  quindi  : 

1 

si  ha: 

cioè: 
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Sia  in  secondo  luogo    y  =  o,    Ò  ^  o.    Allora 
olÌÌ  =  1 ,  quindi  a  =  r>  =  e,  e  : 


=(:>)■ 


cioè  : 
da  cui: 

Sia  infine  y^o,  &  ^  o.  Dalla  (2)  segue  che 
y  e  S  sono  primi  tra  loro.  Si  sviluppi  la  frazione 

irriducibile  —  in  frazione  continua: 

T 

......      m;  ,.  : 

e  si  indichino  con  ^~  (i  =  o,   1 ,  . .  .  ,  n)  1   quo- 
zienti approssimati,  sicché  : 

F0~  o  !    AT  -  1    '    W  -     £2      '  •••'  ATw-  y  * 

Come  è  noto,  si  ha: 

M.N^-M^  =  (-1)', 
^,  =  M,  *j+i  +  M;_, ,    tf1+I  =  Nt  kì+ì  +  JV;_, . 

Posto  : 
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£1 


può  dimostrarsi,  per  induzione  completa,  che  la 
forinola  : 

fo  "t   -(     Iy^-^  +  ^-I- 

facilmente  verificabile  per  i  =  i ,  sussiste  per  ogni 
altro  valore  di  i.  Supponendola  vera  per  un  certo 
f,  si  ha  infatti: 

=(_  !)<  w  & + *y  s + w  *«*. + M.-) 


-(    i*&*È±£i* 


e  quindi: 

che  è  la  stessa  (3)  per  i-[-  1.  Si  ha  dunque: 

(.   _    f   iYm.-*+m-, 

inoltre  : 

*<X-ì  -  K4  fi = ^,-  -  -  «_ . = (-  o". 

ossia  : 

H-0"^-,-v(-0"M ._,  =  !, 
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che  insieme  alla  (2)  ci  dà: 

»[«  f  (  —  0"5,-J = t  l>  -  (-  0" &_,]• 

Poiché  y  e  S  sono  primi  tra  loro,    segue    di 
qui,  indicando  con  X  un  numero  intero  : 
a _(_!)•  W,r,  =  ÀT,      !i_(_I)»Af„_i=^\ 
sicché  la  (4)  diviene: 

_  0  --  *  t)  *  +  (0  -  *  5  _  Eijfj  _  x5 

K  +  8 


\a«  — 

«rf* 

La  P 

può 

scriversi 
l'  —  t 

quindi  : 

e 

si  ha  finalmente: 

P  = 

=  S»' 

TS-k2  T 

...5'- 

che  dimostra  l'asserto. 

Dunque  il  gruppo  il  cui  campo  fondamentale 
l  quello  da  noi  assunto  consta  di  tutte  le  sostituzioni 
unitarie  ad  elementi  interi.  Esso  dicesi,  per  una 
ragione  che  vedremo  più  innanzi,  gruppo  modulare, 
e  si  suole  indicare  con  T. 

Si  possono  considerare  come  sostituzioni  ge- 
neratrici del  gruppo  le  5,  T,  purché  si  intenda  con 
ciò  che  ogni  sostituzione  del  gruppo  è  esprimibile 
come  prodotto  di  potenze  positive,  nulle  0  negati- 
ve di  esse. 

Ciò  che  si  è  detto  riguardo  ai  gruppi  finiti 
permette  di  assegnare  facilmente  il  simbolo  corri- 
spondente a  ciascun  triangolo  della  rete.  Senza  ar- 
restarci su  questo,  osserveremo  soltanto  che,  se  P 
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è  il  simbolo  d'un  triangolo,  quelli  dei  tre  adiacenti 


(Fig.  27). 
sono  rispettivamente  SP,  5_IP,   TP. 
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88.  Nessuna  sostituzione  del  gruppo  modulare 
pub  essere  lossodromica  (art.  24). 

Se  supponiamo  di  aver  dato  ai  coefficienti  se- 
gno tale,  che  sia  : 

3(-)-l\0, 

una  sostituzione  del   gruppo    modulare  sarà    ellit- 
tica, se: 

X  -j-  &  =g  ©      o      X  -j-  t  i=  I , 

parabolica,  se: 

iperbolica,  se  : 

a-f--&>2. 

Le  sostituzioni  per  cui  y  =  o  sono  tutte  pa- 
raboliche ;  infatti  si  ha  in  questo  caso  «  0  ==  1 , 
quindi  a  =  rì  =  +  1  ?  e  a  -)-  à  =  +  2. 

Possiamo  domandarci  se  il  gruppo  modulare 
contenga  sostituzioni  di  ordine  finito.  Tali  sostitu- 
zioni non  possono  cercarsi  se  non  fra  quelle  ellit- 
tiche (art.  33). 

Sia  dapprima  a  -\~  h  =  o.  Ne  segue  (art.  23): 

sicché   la   sostituzione   è    d'ordine    2.    I   suoi  poli 
sono  : 


fo  *)  =  «-*±*'(*-H)1-4=«±« 

?i  2y  y 
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Sia  ora  a  -f-  $  =  i .  Ne  segue  : 
sicché  la  sostituzione  è  d'ordine  3.  I  suoi  poli  sono  : 


(2)         ?!-)»+?■ 

Dunque:   Z,£    jofe   sostituzioni    d'ordine  finito 

contenute  nel  gruppo  modulare  sono,  oltre  l'identità, 

quelle  per  cui  a  -\-  8  =  o,    cfo    5ono    d'ordine  2,  e 

£tfe//d  per  a«  a-f~^  =  i  *>  ^  *0W0  d'ordine  3. 

Per  es.  la  sostituzione  : 

è  d'ordine  3,  perchè  a-J-&=i.  La  sua  inversa, 
cioè  ST  =  U2 ,  è  pure  d'ordine  3  (art.  5),  sicché 
si  ha  fra  5  e   T  la  relazione  semplice  : 
(3)  STSTST=i. 

I  triangoli  [7,   L72  stanno,  insieme  al  triangolo 
1,  intorno  al  punto  p. 

89.  Le  formole  (1),  (2)  danno  luogo  a  qual- 
che osservazione  notevole. 

Dei  due  punti  (1)  uno  ed  uno  solo    sta   nel 

semipiano  superiore;  per  es.,  supposto  y  >  o,  ciò 

che  può  sempre  ammettersi,  sta  nel  semipiano  su- 

•1  a  4-  i 

penore  il  punto  — ! —  . 

VlVANTI.  I2 
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Vediamo  quali  tra  i  punti  —  stieno  nel 
campo  fondamentale.  Poiché  tutti  i  punti  di  questo 

Vi  2 

campo  hanno  ordinata  ^  — ,  dev'essere  y  2^-7= , 

2  ^  — 1/3 

»  [  « 
e  quindi  l'unica  soluzione  è  y— 1,  sicché  — —  =a-[-4. 

D'altra  parte  i  soli  punti  del  campo  fondamentale 
la  cui  ascissa  è  un  numero  intero  sono  quelli  di 
ascissa  nulla,  sicché  a  =  o.  Dunque  il  solo  punto 
tra  quelli  considerati  che  sia  contenuto  nel  cam- 
po fondamentale  è  il  punto  i,  e  quindi  :  /  poli  delle 
sostituzioni  d'ordine  2  del  gruppo  modulare  sono 
punti  omologhi  al  punto  i. 

Reciprocamente,  se  p  è  un  punto  omologo  di 
i,  e  se  Qj  Q'  sono  i  due  triangoli  bianchi  che 
stanno  intorno  ad  esso,  p  è  polo  d'una  sostituzione 
ellittica  d'ordine  2  mediante  la  quale  si  passa  da 
<2  a  Q',  cioè  della  sostituzione  O"1  0'.  Cioè  :  Ci- 
gni punto  omologo  di  i  e  polo  d'una  sostituzione 
d'ordine  2. 

Analogamente,  se  si  considera  che  p  e  p2  so- 
no quantità  coniugate,  si  vede  che  uno  ed  uno  solo 
dei  due  punti  (2)  appartiene  al  semipiano  superio- 

1     <    -1  a  +  P  ^ 

re;  tale  e  il  punto  — -^-±-9  se  y  >>  o. 

•        ,.            ..      •        -a+P    (23c— ivuy? 
Cerchiamo  quali  tra  1  punti  — 1-^-=:^ J—± - 

4  T  2Y 
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stieno  nel  campo    fondamentale.    Dev'essere   anzi- 
tutto —  ^  — ,  quindi  yZi;  la  sola   soluzione 

2  V  —    2        n  '  — 

é 

possibile  è  y  =  i ,  e  si  ha  : 

o-j-jp  _  20-1  Jj 

y  2        '      2 

D'altra  parte,  detta  x  l'ascissa  d'un  punto  del 
campo  fondamentale,  si  ha: 


Dunque  : 


-4-z:*<-i 

2    —  2 


„  2  a  -  1 


2     2  2 

da  cui  o  z£  a  <^  1 ,  e  quindi  a  —  o  ;  sicché  : 

v  '  * 

I 

/  />(?/$  delle  sostituzioni  d'ordine  3  de/  gruppo 
modulare  sono  punti  omologhi  al  punto  p. 

Si  può  dimostrare  come  prima  che,  reciproca- 
mente, tutti  i  punti  omologhi  di  p  sono  poli  d'una 
sostitu%ione  d'ordine  tre. 

90.  Ciò  premesso,  esaminiamo  sotto  quali  con- 
dizioni due  sostituzioni  ellittiche  del  gruppo  mo- 
dulare sieno  equivalenti. 

Sia  dapprima  P  una  sostituzione  ellittica  di 
ordine  2.  Il  suo  polo  posto  nel  semipiano  supe- 
riore sarà  un  punto  p  omologo  ad  s,  cioè  un  no- 
do della  rete  intorno  al  quale  stanno  4  triangoli. 
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Sia  0  il  simbolo  di  uno  dei  due  triangoli  bianchi 
che  stanno  intorno  a  p;  poiché  l'altro  triangolo 
bianco  si  ottiene  da  esso  con  una  rotazione  di  w 
intorno  a  p,  polo  di  P,  sarà  QP  il  suo  simbolo. 
Ora  p  è  il  trasformato  del  punto  i  mediante  la  so- 
stituzione Q;  e  quindi,  considerando  che  una  ro- 
tazione di  tu  intorno  ad  i  è  rappresentata  da  T, 
il  prodotto  T  0  rappresenta  (art.  66)  la  stessa  ro- 
tazione del  prodotto   QP: 

TQ=QP. 
Ne  segue: 

p=  QrlT  o. 

Cioè  :  Ogni  sostituzione  d'ordine  2  del  gruppo 
modulare  e  equivalente  alla  sostituzione  T.  —  E  per 
conseguenza  (art.  12):  Tutte  le  sostituzioni  d'or- 
dine 2  del  gruppo  modulare  sono  tra  loro  equiva- 
lenti. 

Sia  ora  P  una  sostituzione  ellittica  d'ordine 
3.  Il  suo  polo  posto  nel  semipiano  superiore  sarà 
un  punto  p  omologo  a  p,  cioè  un  nodo  della  rete 
intorno  al  quale  stanno  6  triangoli.  Sia  Q  il  sim- 
bolo di  uno  dei  tre  triangoli  bianchi  che  stanno 
intorno  a  p  ;  gli  altri  due  triangoli  bianchi  saran- 
no QP  e  QP2.  D'altra  parte,  poiché  p  è  il  tra- 
sformato di  p  mediante  0,  i  prodotti  UQ  e  U2Q 
rappresentano  le  stesse  rotazioni  dei  prodotti  QP, 
QP2,  cioè  sussiste  l'una  o  l'altra  delle  relazioni: 
UQ=  QP,     VQ=QP, 
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e  quindi: 

P^Q-'UQ     o     P=Qr1U2Q. 
Cioè  :   Ogni  sostituzione  d'ordine  3  del  gruppo 
modulare  e  equivalente  0  ad  U  0  ad  U2. 

91.  Vogliamo  trattare  il  problema   dell'equiva- 
lenza anche  per  le  sostituzioni  paraboliche. 

Poiché  per  una  sostituzione  parabolica  a-|~&=2, 
ogni  sostituzione  parabolica  del  gruppo  modulare 
potrà  scriversi  : 


H'tU.). 


dove  (3,  y,  <j  sono  numeri  interi    positivi,  nulli    o 
negativi  legati  dalla  relazione: 
(1)  {JY  +  <x'  =  o. 

Sia  a  il  massimo  comun  divisore  di    f,  y,  <r, 
preso  collo  stesso  segno  di  fi,  e  poniamo: 

sarà  p'  >  o.  Sia  inoltre  (x  il  massimo  comun    di- 
visore di  y',  <7f,  e  poniamo  : 

{j.  sarà  primo   con    fi'.    La   relazione   (1)    diviene, 
sopprimendo  il  fattore  a2  pi  : 

£'-<"  + ;JV  =  o; 
considerando  che  £'  ^  o,  e  che   f/«   è   primo   con 
Iff  e  y"  con  v,  se  ne  deduce: 

K**+i    ■;■'  =  -?, 

e  quindi: 

fi  C=  A  V2,        y  =  A  (A2,        (7  =  A  [A  V, 
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sicché  la  sostituzione  prende  la  forma: 

(2)                    p-(1+1^V         ^        \ 
Il  suo  polo  è . 

(4 

Abbiamo  già  osservato  che  |*  è  primo  con 
(&';  poiché  (3'  =  v2,  ul  è  primo  con  v.  Possiamo 
quindi  trovare  due  numeri  pt',  v'  tali  che  sia: 

p/v  ^V(i=i; 
posto  allora  : 

(::':') = a 

si  trova  facilmente: 

QSlQr'=P. 

Dicendo  amplerà  della  sostituzione  il  nume- 
ro X,  che  è  il  massimo  comune  divisore  di  a  —  i, 
f>,  y  preso  col  segno  che  ha  fi,  può  dirsi  che: 
Tutte  le  sostituzioni  paraboliche  di  ampiezza  1  sono 
equivalenti  ad  Sl  e  quindi  fra  loro. 

Dati  il  polo  e  l'ampiezza  d'una  sostituzione 
modulare  parabolica,  la  sostituzione  è  determinata. 

Infatti,  conoscendo  il  polo ,    e    ricordando 

che  [/.  e  v  sono  primi  tra  loro,  si  hanno  immedia- 
tamente questi  due  numeri  ;  dato  anche  X,  la  (2) 
ci  fornisce  la  sostituzione  cercata. 

L'ampiez?a  ha  un  significato  geometrico  molto 
semplice. 
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Consideriamo  anzitutto  la  sostituzione  S  ,  che 
è  di  ampiezza  1.  Per  passare  da  un  punto  al  suo 
omologo  rispetto  ad  S\  bisogna  eseguire  una  tra- 
slazione di  grandezza  a  nel  senso  dell'asse  reale, 
cioè  quel  movimento  che  muta  uno  dei  bitriangoli 
aventi  un  vertice  nel  punto  oo  in  quello  che  oc- 
cupa il  X-esimo  posto  dopo  di  esso.  Ora,  se: 

P  è  una  sostituzione  parabolica  avente  il  polo  in 
un  certo  punto  razionale  e  dell'asse  reale,  e  avente 
ampiezza  1.  Al  fascio  di  bitriangoli  intorno  al  pun- 
to all'infinito  corrisponde,  nel  caso  della  sostitu- 
zione P,  il  fascio  di  bitriangoli  intorno  al  punto 
e;  e  quindi,  per  passare  da  un  punto  al  suo  omo- 
logo rispetto  a  P,  bisogna  eseguire  quella  defor- 
mazione del  piano  che  muta  uno  dei  triangoli  a- 
venti  un  vertice  in  e  in  quello  che  occupa  il 
Vesimo  posto  dopo  di  esso. 

92.  Siccome  la  rete  modulare  è  simmetrica 
rispetto  all'asse  delle  quantità  imaginarie,  si  potrà 
ottenere  il  gruppo  ampliato  T  combinando  F  con 
una  riflessione  rispetto  a  quest'asse.  L'espressione 
analitica  di  tale   riflessione,    che   indicheremo   con 


A,  è: 


Il  simbolo  A  è  quello  che  spetta  al  trian- 
golo tratteggiato  simmetrico  del  triangolo  bianco 
1  rispetto  all'asse  delle  quantità  imaginarie.  È  chia- 
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ro  che  i  simboli  dei  triangoli  tratteggiati  simme- 
trici ad  i  rispetto  agli  altri  suoi  due  lati  sono  AS~l 
e  A  T;  le  corrispondenti  espressioni  analitiche  so- 
no : 

*'  =  —  1—  l'i     *'  =  -i-. 

Noi  porremo  : 
(i)  AS~l  =  B,     AT=C, 

sicché  si  avrà  per  le  tre  operazioni  generatrici  del 
gruppo  F: 

I 

Poiché  le  A,  B,   C  sono  riflessioni,  si  ha: 

(2)  A2=:B2  =  C2  =  i. 

Dopo  ciò  dalla  prima  delle  (1)  segue  moltipli- 
cando a  sinistra  per  B  e  a  destra  per  5: 

(3)  BA  =  S. 

Moltiplicando  invece  a  sinistra  per  A  si  ha: 

(4)  AB  =  S'\ 

Dalla  seconda  delle  (1)  segue  poi: 

(5)  CA=T, 

e  di  qui,  osservando  che  l'inversa  di  C A  è  AC 
e  l'inversa  di   T  è  la  stessa   T: 

(6)  AC=T. 

Infine,  moltiplicando  la  prima  delle  (1)  a  si- 
nistra per  C,  e  tenendo  conto  della  (5)  e  della 
definizione  di  £/,  si  ha: 

(7)  CB=U, 
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da  cui  : 

(8)  BC  =  U'1  ==  U\ 

93.  Dobbiamo    ora   studiare    un    sottogruppo 
particolarmente  importante  del  gruppo  f,  che,  per 
una  ragione  che  vedremo   più   innanzi,    vogliamo 
,  designare  con  T6 . 

Consideriamo  le  sostituzioni  l  '  £  i  del  grup- 
po modulare,  in  cui  f>  e  y  sono  pari.  E  facile  di- 
mostrare che  esse  formano  un  gruppo.  Posto  in- 
fatti : 

si  vede  dalla  (i)  dell'art.  20  che,  se  (ì,  y,  (3',  y' 
sono  pari,  lo  sono  pure  j3",  y". 

Il  sottogruppo  formato  da  quelle  sostituzioni 

i       x  1   del  gruppo  modulare,  in    cui  p  e  y  sono 

pari,  è  appunto  quello  che  si  indica  con  T6 . 

In  tutte  le  sostituzioni  di  T6  gli  elementi  a  e  & 
sono  dispari. 

Infatti,  essendo  (£,  y  pari  e: 

fi)  aS_(±y=i, 

il  prodotto  xìì  deve  essere  dispari,  e  quindi  lo  so- 
no ambidue  i  suoi  fattori. 

Il  gruppo  V6  non  contiene  sostituzioni  ellittiche. 

Infatti  non  può  essere  anzitutto  a-f-S  =  +  1, 
dovendo  aeS  essere  entrambi  dispari.  Se  a-J-^=o, 
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si  ha  dalla  (i): 

a2  =s  —  i      (mod  4), 

che  è  impossibile. 

Di  qui  segue  (art.  87)  che  i  nodi  della  rete 
corrispondente  a  V6  stanno  tutti  sull'asse  reale. 

Può  dimostrarsi  che  T6  e  un  sottogruppo  in- 
variante di  L\ 

Sia: 


(**) 


una  sostituzione  qualunque  di  F6 ,  e  £v  =  1     ,  x,  I 
una  sostituzione  qualunque  di  1\  Posto: 

si  ha  (art.   26)  : 

/   oc"  =aa'  rV  —  p  k'y'  +  f  p'  &'  —  &  P'y' 

(    ^  =  _«PY  +  fW'-TP' *'  +  **'*'• 

Ora,  considerando  che  (3,  y  e  a  —  ò  sono 
pari,  si  vede  che  sono  anche  pari  fi"  e  y",  sicché 
Q"1  PQ  appartiene  a  T6 . 

94.  Procediamo  alla  determinazione  del  campo 
fondamentale  di  T6  colle  norme  indicate  nell'art.  82. 

Dei  bitriangoli  5,  S~~\   T  adiacenti  al  bitrian- 
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I87 


golo  1 ,  nessuno  è  omologo  ad  esso  rispetto  a  T6  ;  però 

5  e  S'1  sono  tra  loro  omologhi,  giacché  S2=l         l 

appartiene  evidentemente  a  T6 .  Riterremo  quindi 
come  appartenenti  al  campo  fondamentale  i  bitrian- 
goli  i,5,  T.  I  nuovi  bitriangoli  adiacenti  rispetti- 
vamente ad  5  e  a  T  sono  52 ,  TS,  5  T,  S"1  T; 
di  questi  il  primo  è  omologo  ad  1  e  l'ultimo  ad 
5  !T,  sicché  riterremo  soltanto  TS  ed  S  T.  I  nuovi 
bitriangoli  adiacenti  a  questi  sono  STS,  S~~l  TS, 
S2  T,    TS  T;  di  essi  il  secondo  ed  il  quarto  sono 

omologhi  al  primo  *  e  il 
terzo  è  omologo  a  T,  sic- 
ché è  da  ritenersi  soltan- 
to S  TS.  Dei  bitriangoli  a- 
diacenti  a  questo  uno  so- 
lo è  nuovo,  cioè  S2  T  5, 
ma  esso -è  omologo  alS. 
Dunque  il  campo  fonda- 
mentale di  T6  consta  dei  sei  bitriangoli: 


0) 


1,  5,   r,   TS,  ST,  STS; 


il.  numero  di  questi  bitriangoli  giustifica  la  notazio- 
ne Tó  da  noi  adottata,  e  6  é  l'indice  del  sottogruppo. 


*  Infatti  dalla  (3)  dell'art. 
TST=  S-1  TS-1 
ed  S~~ 2  appartiene  a  T6  . 


>  segue: 
S~2.STS.S- 
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Togliendo  il  bitriangolo  S  T  ed  aggiungendo 
j£ a        .    -^-'^.   l'omologo  S~:  T,  si  ottie- 
ne un  campo   fondamen- 
tale formato  dei  6  bitrian- 
^e      goli  : 

(j)i,S,r,  ts,s-st, STS, 

che  è  simmetrico  rispetto 
alla    retta  x  =  —  . 

2 

(Fio.    29) 

Indichiamo  le  6  sostituzioni  (i)  con  0;(*  —  °> 
i,  .  .  .  ,  5),  ponendo: 

a.=r=(r:)-  ^=-t-    - 


Si  trovano  immediatamente  le   seguenti    rela- 


zioni : 


&«&.  e4=e,2,5-2, 
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sicché,  denotando  con  dà  l'eguaglianza  a  meno  di 
sostituzioni  di  T6 ,  può  scriversi  : 

e  può  dirsi  che  il  gruppo  delle  trasformazioni  in 
sé  stessa  della  superficie  chiusa  a  cui  si  riduce  il 
campo  fondamentale  è  il  seguente  : 

ii  &•  2:,  Q,,  £&'.  q:q,- 

Questo  (cfr.  art.  85)  è  evidentemente  un  grup- 
po diedrico  (m  =  3). 

Allo  stesso  risultato  si  giunge  per  via  intui- 
tiva, facendo  vedere  come  il  campo  fondamentale 
T6  si  possa  ridurre  per  deformazione  continua  ad 
una  sfera  portante  una  rete  diedrica  di  12  trian- 
goli (m  =  3).  Le  figure  30  e  31  rappresentano 
una  fase  intermedia  e  la  fase  finale  di  questa  de- 
formazione. La  fig.  31,  che  è  identica  alla  fig.  23, 
non   è    altro   che  una  rete  diedrica  proiettata   ste- 


(Fig.  yo) 
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reograficamente  da  uno  dei  nodi   posti    sull'equa- 
tore. 


(&g;  31) 

95.  Nella  fig.  29  eseguiamo  i  seguenti  muta-  J 
menti  leciti  : 

Ai  triangoli  bianchi  TS,  S_I  T  sostituiamo  gli 
omologhi,  pure  bianchi,   TS'\  S  T. 

Ai  triangoli  tratteg- 
giati 5,  STS  sostituiamo 
gli  omologhi,  pure  trat- 
teggiati, S'\   TST. 

Si  ottiene    così    un 
altro  campo  fondamentale 

per  il  gruppo  F6 ,  il  quale 
(Fig.  5  2) 

è  simmetrico  rispetto  all'asse  imaginario  *. 


*  Questo  campo  differisce  dai  due  precedenti  (figg.  28, 
29)  in   ciò,  che  esso  non  consta  di  sei  bitriangoli. 


IL    GRUPPO    MODULARE    E    I    SUOI    SOTTOGRUPPI.         I9I 

Da  quest'ultima  circostanza  si  deduce  che  il 
gruppo  T6  è  ampliabile  mediante  la  riflessione  A. 
Come  campo  fondamentale  del  gruppo  ampliato  T6 
può  prendersi  una  delle  due  metà  in  cui  il  campo 
fondamentale  di  V6  è  diviso  dall'asse  imagi  nario, 
per  es.  la  metà  di  sinistra.  Questo  campo  non  è  al- 
tro che  un  triangolo  a  lati  rettilinei  o  circolari  a- 
vente  tutti  e  tre  gli  angoli  nulli  e  i  vertici  nei  punti 
0,  —  1,  co.  Quindi  il  gruppo  F6  ha  per  imagine 
una  rete  triangolare  per  cui  v=v  i=v  ±00,  e 
che  appartiene  perciò  al  tipo  (e)  dell'art.  76.  Il 
suo  cerchio  di  simmetria  è  l'asse  reale. 

Le  operazioni  generatrici  di  F6  sono  le  3  ri- 
flessioni rispetto  ai  tre  lati  del  triangolo  o,  — 1,  co. 
Le  riflessioni  rispetto  ai  due  lati  rettilinei  si  trova- 
no immediatamente;  esse  sono: 

X!  =  A'  (Ò  =  —  ~i     <  =  B'  (£)  =  —~i—  2. 
Per  la  terza  ricorriamo  alle  formole  dell'art.  40. 
Il   cerchio    di    simmetria    ha   il   centro    nel   punto 
—  Y  ed  ha  raggio   4-;  quindi: 

Y  "      "  2  '  f  -  4  • 

Posto  y  =  —  2,  si  ha  a  =  -f-i,  quindi  %l  =  1, 
a2  =  o,  e  dalla  seconda  (ì  =  o  ;  infine,  dovendo 
essere  r^  =  —  a,  si  ha  S  ==  —  1 .  Sicché  la  rifles- 
sione cercata  è: 


t'  =  c(o= — I — 

—  2^—1 
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Siccome  poi  ogni  sostituzione  di  T6  è  il  pro- 
dotto d'un  numero  pari  di  fattori  A\  B\  C,  e 
siccome  : 

A'2  =  B'2  =  C2  =  1, 
così  possono  prendersi    come    sostituzioni    genera- 
trici di  T6  i  3  prodotti  : 

WA  =  5',     C'A'  =  T,     C'B'  =  U'. 
Si  trova: 

T=(l°)=TS~2T>  ?'=^' 

3  2\_. -ne->      ^'         3\.+  2 


v  =  (_l   J)=*rs->,  t 


Dal  fatto  che  il  campo  fondamentale  di  Té  è 
simmetrico  rispetto  all'asse  imaginario  si  trae  an- 
che un'altra  conseguenza  (art.  83,  nota),  e  cioè, 
che  T6  è  sottogruppo  invariante  di  F. 

96.  Tornando  al  gruppo  diedrico  dell'art.  94, 
che  vogliamo  designare  con  G6,  determineremo  i 
suoi  sottogruppi,  e  ad  ognuno  di  questi  corrispon- 
derà un  sottogruppo  di  T  contenente  T6 . 

I  sottogruppi  di  G6  sono: 

Un  gruppo  ciclico  d'ordine  3  : 

i,  È  &> 

che  diremo  G  ,  e  che,  essendo  unico,  è  di  neces- 
sità invariante. 
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Tre  gruppi  ciclici  d'ordine  2  tra  loro  equi- 
valenti : 

1,    Q,;    r,    Q,Q};    »,    &G,: 

Corrispondentemente  avremo  in  F  un  sotto- 
gruppo invariante  T2  d'indice  2  —  — ,  e  tre  sotto- 
gruppi equivalenti  P,  P',  F"  d'indice  3  =  —. 

Costruiamo  i  loro  campi  fondamentali. 

Il  gruppo  T2  consta  di  tutte  le  sostituzioni  di 
T  eguali  all'una  o  all'altra  delle: 

(1)  1,    TS,   s-r 

a  meno  di  sostituzioni  di  F6.  Il  suo  campo  fon- 
damentale consta  quindi  di  due  dei  6  bitriangoli 
che  compongono  il  campo  fondamentale  di  F6 , 
dei  quali  uno  può  scegliersi  ad  arbitrio,  e  il  se- 
condo dev'essere  adiacente  al  primo,  e  inoltre  è 
àL  soggetto  alla   condizione   che    il   suo 

simbolo  non  sia  eguale  a  quello  del 
primo  a  meno  di  sostituzioni  (1),  o, 
in  altri  termini,  di  non  essere  omologo 
(Fig.  33).  al  primo  rispetto  a  T2 .  Scegliamo 
come  primo  bitriangolo  S"1  T  ossia  Q2 ,  ed  osser- 
viamo che  il  bitriangolo  adiacente  5  TS  =  Q  non 
è  omologo  ad  esso  rispetto  a  F2 ,  giacché  nessuno 
dei  prodotti  delle  (1)  per  S  TS  è  eguale  ad  S~:  T. 
Possiamo  dunque  prendere  come  campo  fonda- 
mentale di  F2  l'insieme  dei  bitriangoli  5_IT=  Q  y 
STS=Q.. 
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Invece  di  questo,  si  può  prendere  il  campo 
formato  dai  due  bitriangoli  i  =  Qo  e  T=  O  . 
Esso  è  simmetrico  rispetto  all'asse  i- 
maginario;  ne  segue  (art.  83,  nota) 
che  T2  e  sottogruppo  invariante  di  T. 
Riprendiamo  il  campo  sotto  la 
forma  della  figura  33.  Siccome  S~XT 
e  TS  sono  omologhi  rispetto  a  T2, 
e  lo  sono  pure  5_I  T  e  il  triangolo 
(Fig.  34).  S2TS  adiacente  a  STS  lungo  b  e, 
così  i  lati  ad,  ed  sono  omologhi  e  parimenti  i  lati 
ab,  eh.  Deformiamo  il  campo  nel  modo  indicato 
dalla  fig.  35,  poi  applichiamolo  sopra  una  sfera,  facen- 
do in  guisa,  per  fissare  le  idee,  che  b  e  d  ne  oc- 
d  cupino  due  poli,   btd,    bad,    bea   si 

dispongano    secondo    meridiani,    a  e  e 
secondo  l'equatore.  Indi,  lasciando  fis- 
so il  meridiano  bea,   distendiamo   la 
nostra  superficie  sulla  sfera  sino  a  che 
essa  la  ricopra  per  intero,  ciò  che  acca- 
drà^, quando  bad  e  bed  coincideranno. 
Avremo  allora  sulla    sfera    una 
rete  che,   proiettata  stereografi- 
camente dal  punto  e,  ci  darà  la 
fig.  36. 

Procediamo    analogamente 

pei  gruppi  r5,  rjj  f". 

(Fig.  36).  Il  gruppo  r   consta  di  tutte 
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le  sostituzioni  di   F  eguali  all'una  o  all'altra  delle: 

(2)  I,       S 

a  meno  di  sostituzioni  di  F6 .  Per  formare  il  suo 
campo  fondamentale  prendiamo  anzitutto  il  bitrian- 
golo  i .  Dei  due  ad  esso  adiacenti,  S  non  si  può  pren- 
dere perchè  omologo  ad  i  rispetto  a  r  ;  può  pren- 
dersi invece  T.  Come  terzo  bitriangolo  si  può  pren- 
dere S"1  T  che  non  è  omologo  né 
ad  i  né  a  T  rispetto  a  I\  .  Si  ottie- 
ne cosi  il  campo  rappresentato  nella 
fig.  37.  Esso  può  rendersi  simmetrico 
rispetto  all'asse  imaginario  (fig.  38) 
sostituendo  al  triangolo  bianco  S~J  T 
il  triangolo  bianco  S  T  ad  esso  omo- 
logo rispetto  a  F6  e  quindi  anche  ri- 
spetto a  r  . 

Poiché  S  T  è  omologo  ad  S  T  S 
e  ad  S"1  I,  e  1  lo  è  ad  5  (rispetto 
a  r  ),  i  lati  ab,  de;  b  e,  ed;  ag,  eg 
sono  rispettivamente  omologhi.  De- 
formiamo il  campo  come  é  indicato 
(Fig.  38).  nelle  fig.  -*><),  40;  otterremo  un  pia- 
no od  una  sfera  divisi  in  6  campi.  È  utile  osser- 
vare che  la  rete  così  costruita  (fig.  40)  non  è  re- 
golare, il  che  corrisponde  (art.  83)  al  fatto  che  r, 
non  è  un  sottogruppo  invariante.  Così,  mentre  b 
ed  /  sono  ambidue  nodi  di  prima    specie,  intorno 
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a  b  stanno  due  triangoli,  intorno  a  /  quattro;    e 
parimenti,  mentre   e  e  g   sono    ambidue    di   terza 


(Fig.  39). 


(Fig.  40). 


specie,  intorno  a  e  stanno  quattro  triangoli,  intorno 
a  g  due. 

Veniamo  al  gruppo  P* .  Invece  delle  (2)  dob- 
biamo  considerare  le: 

1,    t. 

Colle  solite  conside- 
razioni si  trova  che  il  cam- 
po fondamentale  di  r'  può 
essere  formato  coi  bitrian- 
goli  1,  5,  T  S.  Sostituen- 
(Fig.  41).  do  poi  al   triangolo   trat- 

teggiato S  e  al  triangolo  bianco    TS   il   triangolo 
tratteggiato  S"1  e  il  triangolo  bianco   T  5_I  ad  essi 


IL    GRUPPO    MODULARE    E    I    SUOI    SOTTOGRUPPI. 


I97 


rispettivamente  omologhi,  si  ottiene  un  campo  sim- 
metrico rispetto  all'asse  jmaginario. 

Infine  per  il  gruppo 

F"  devono  considerarsi  ie 

sostituzioni  : 

1,     STS. 

Si  trova  che  il  cam- 
po fondamentale  può  con- 
stare dei  bitriangoli  1,  5, 
T.  Esso  si  rende  simmetri- 
co rispetto  all'asse  imagi- 
nario  sostituendo  al  trian- 
golo tratteggiato  S  il  trian- 
golo tratteggiato  S"1  ad 
esso  omologo. 

Riducendo    i    campi 

fondamentali  di  V'  ,   r"  a 

3  '      3 

superficie  chiuse,  si  tro- 
verebbero figure  che  non 
potrebbero  essenzialmente 
differire  da  quella  ottenu- 
ta per  r  ,  giacche  i  tre 
sottogruppi  r, ,  r' ,  F"  so- 
no equivalenti. 

97.  Per  ottenere  al- 
tri sottogruppi  del  grup- 
po modulare,  possiamo  ri* 


(Bg.  44)- 
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correre  al  seguente  principio  (principio  d'esistenza 
dei  sottogruppi)  *  : 

Abbiasi  sopra  una  superficie  chiusa  Cs  una  rete 
di  2  s  triangoli;  i  nodi  della  rete  possano  dividersi 
in  tre  specie,  per  modo  che  in  ciascun  nodo  della 
ia  specie  concorrano  2  0  4  triangoli,  in  ciascuno 
della  2a  2  0  6,  in  ciascuno  della  ja  un  numero 
pari,  e  che  i  tre  vertici  "di  ciascun  triangolo  appar- 
tengano rispettivamente  alle  tre  specie.  Esiste  allora 
un  sistema  di  sottogruppi  equivalenti  di  V  di  in- 
dice s. 

Accenniamo  brevemente  alla  dimostrazione  di 
questo  principio,  la  quale  risulterà  più  chiara  dalle 
applicazioni  che  ne  faremo  tra  poco. 

Imaginando  i  triangoli  della  superficie  C.  alter- 
nativamente bianchi  e  tratteggiati,  scegliamo  uno 
qualunque  dei  triangoli  bianchi  di  essa  e  facciamolo 
corrispondere  al  triangolo  bianco  1  della  rete  mo- 
dulare; poi  facciamo  corrispondere  analogamente 
i  triangoli  adiacenti,  avendo  cura  che  i  nodi  di  1  *, 
2a,  ja  specie  di  Cs  corrispondano  rispettivamente 
a  quelli  di  ia,  2a,  3*  specie  della  rete  modulare. 
Otterremo  così  nel  piano  una  figura  connessa  Ds 
formata  di  bitriangoli  ;  ad  ogni  lato  di  Cs  corri- 
sponderà in  Ds  o  un  lato  interno,  od  una  coppia 


*  Un  simile  principio  potrebbe  stabilirsi  per  gruppi  più 
generali  del  gruppo  modulare,  ma  per  noi  ciò  è  inutile. 
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di  lati  periferici.  Sia  /,  /'  una  di  tali  coppie,  h  il 
lato  corrispondente  di  C5,  b  il  triangolo  di  Ds  di 
cui  /  è  lato,  a  il  triangolo  corrispondente  di  Cs , 
b'  il  triangolo  della  rete  modulare  esterno  a  Ds  di 
cui  /'  è  lato.  Assumendo  come  corrispondente  al 
triangolo  a  di  Cs  non  più  il  triangolo  b  ma  il 
triangolo  b'  della  rete  modulare,  e  procedendo  come 
prima,  potremo  costruire  un'altra  figura  connessa 
D's  composta  di  s  bitriangoli  della  rete  modulare, 
che  si  potrà  pure  considerare  come  corrispondente 
a  C. .  Così  continuando,  si  potrà  trovare  un'infi- 
nità di  figure  tra  loro  adiacenti  della  rete  modu- 
lare, che  tutte  potranno  considerarsi  come  corri- 
spondenti a  C.  ;  e,  per  le  ipotesi  fatte  sul  numero 
dei  triangoli  che  concorrono  in  ciascun  nodo  di 
C  ,  non  avverrà  mai  che  alcuna  parte  del  piano 
venga  ricoperta  più  d'una  volta. 

Ora  il  campo  Ds  può  considerarsi,  come  si  è 
veduto,  come  il  campo  fondamentale  d'un  sottogrup- 
po di  T  di  indice  5,  di  cui  sappiamo  trovare  le  so- 
stituzioni generatrici;  e  Cs  non  è  altro  che  la  su- 
perficie che  si  ottiene  deformando  Ds  in  modo  da 
portare  a  coincidere  fra  loro  i  suoi  lati  omologhi. 
Inoltre,  se  scegliamo  diversamente  il  triangolo  di 
C?  che  vogliamo  far  corrispondere  al  triangolo  i 
della  rete  modulare,  otterremo  in  generale  un  cam- 
po diverso  da  Ds ,  ed  un  sottogruppo  diverso  da 
quello  ottenuto  ;  però  i  due  sottogruppi  saranno  e- 
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quivalenti,  perchè  i  loro  campi  fondamentali  pos- 
sono trasformarsi  in  una  medesima  superficie  chiusa. 

Il  principio  stabilito  permette  di  costruire,  con 
un  numero  finito  di  operazioni,  tutti  i  sottogruppi 
di  T  di  dato  indice  finito  s. 

Si  formino  tutti  i  possibili  aggruppamenti  con- 
nessi di  s  bitriangoli  della  rete  modulare  contenenti 
il  bitriangolo  i,  poi  si  stabilisca,  per  ciascun  ag- 
gruppamento, in  modo  arbitrario  una  corrispon- 
denza tra  i  lati  esterni  della  figura  risultante,  e  si 
riduca  questa  a  superficie  chiusa  portando  a  coin- 
cidenza i  lati  corrispondenti.  Se  questa  superficie 
chiusa  soddisfa  alle  condizioni  del  principio  d'esi- 
stenza, essa  definisce  un  sistema  di  sottogruppi  e- 
quivalenti  d'indice  s.  È  chiaro  poi  che  a  questo 
modo  si  ottengono  tutti  i  possibili  sottogruppi  di 
indice  s  del  gruppo  modulare. 

98.  Tratteniamoci  particolarmente  sul  caso  in 
cui  la  rete  tracciata  sulla  superficie  chiusa  Cs  è  re- 
golare; indichiamo,  come  nell'art.  86,  con  2»,*, 
Zn2Ì  in,  il  numero  dei  triangoli  concorrenti  ri- 
spettivamente in  un  nodo  di  ia,  2a,  ja  specie,  e 
denotiamo  la  rete  col  simbolo  (ni ,  n2 ,  ttX  Per- 
chè sieno  soddisfatte  le  condizioni  del  principio  d'e- 
sistenza, ni  deve  avere  uno  dei  valori  1,  2,  ed  nz  u- 
no  dei  valori  1,  3.  Cerchiamo  i  più  semplici  casi 
possibili  valendoci  della  formola  (1)  dell'art,  citato: 
,  x  ,    £-    s  n.  —  1 
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rammentando  che  p  non  può  essere  negativo,  e 
che  s  deve  essere  multiplo  di  n\ ,  nu\  n, . 

Per  semplicità  scriveremo  r  invece  di  », . 

Abbiamo  4  tipi  possibili,  cioè: 
(1,   1,  r);     (2,   1,  r);     (1,  3,  r);     (2,  3,  r). 

Per  il  i°  tipo  dalla  (1)  segue: 

, s  r  —  1                 r  -4-  1                 j 
|  =  1  —  5  H 5=  1  —  s — ! —  <  1 , 

r  r       2  2f  2  ' 

quindi  *  <  2,  cioè  5=1,  q  p  =  o.  L'unico  sim- 
bolo possibile  in  questo  caso  è  (1,  1,  1);  la  rete 
è  composta  di  un'unica  coppia  di  triangoli,  e  il 
sottogruppo  corrispondente  è  lo  stesso  gruppo  mo- 
dulare. 

Per  il  2°  tipo  si  ha: 

ss  r—i  s  s    j,  s 

r  '    4    '    r     2  4        2f  4  ' 

quindi  p  =  0,  s  <^  4,  e  perciò,  dovendo  5  essere 
multiplo  di  »j=2,  5=2;  infine  r=2,  Si  ha  dunque 
il  simbolo  (2,  1,  2);  la  rete  corrispondente  è  quella 
rappresentata  nella  fig.  35,  i  cui  4  triangoli  con- 
corrono tutti  nel  punto  di  ia  specie  e  e  in  quello 
di  3 a  specie  a,  mentre  ne  concorrono  due  in  cia- 
scuno di  quelli  di  2a  specie  b,  d.  Il  sottogruppo 
relativo  è  dunque  il  gruppo  Fa  già  studiato. 

Per  il  30  tipo  si  ha: 

*      s     j     s  r—i  s  *'•:--  s 

p=i—s-\ =  1 2 <i — , 

1     3     '     r      2  6        2f  ^         6  ' 
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quindi  p  ss  o,  s  <  6,  e  perciò,  dovendo    s   essere 

multiplo  di  «,  ss  3,  s  ss  3.  Ne  risulta  r  ss  3  ;  e  si 

ha  il  simbolo  (1,  3,  3).  Del  gruppo  corrispondente 

non  ci  occupiamo,  perchè  esso  non  ha  per  noi  un 

interesse  particolare.  Il  suo  campo  fondamentale  è 

formato  dai  bitriangoli  1,  5,  S2. 

Finalmente  veniamo  al  40  tipo.  Per  esso  si  ha  : 

:     s     ,     s     .     s   r — 1          .     s         .  s 
p=i—s-\ ssi-J 

da  cui: 

(2)  s=I2r(p-I\ 

y  r  —  6 

Qui  le  soluzioni  sono  infinite,  e  noi  conside- 
reremo soltanto  le  più  semplici.  Indicheremo  con 
T[r]  il  sottogruppo  corrispondente  alla  rete  (2,  3,  r). 

Supponiamo  dapprima  p  ss  o  ;  allora  : 

I2f 

Dev'essere  r  <  6  ;  inoltre,  poiché  r  deve  di- 
videre 5,  2 ^eve  essere  intero.  I  valori  possi- 
bili di  r  sono  dunque  2,  3,  4,  5,  e  corrisponden- 
temente si  ha  rssé,  12,  24,  60.  Le  reti  relative 
sono,  come  è  facile  riconoscere: 

(2,  3,  2):  la  rete  diedrica  per  m  ss  3;  essa  dà 
luogo,  come  si  è  già  veduto,  al  sottogruppo  F6 ,  che 
ora  possiamo  anche  designare  con  IV,  ;    • 

(2,  3,  3):  la  rete  tetraedrica,  che,  per  il  prin- 
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cipio  di  esistenza,  dà  luogo  ad  un  sottogruppo 
invariante  I\,  d'indice   12; 

(2,  3,  4):  la  rete  ottaedrica,  che  dà  luogo 
ad  un  sottogruppo  invariante  r{ .  d'indice  24; 

(2,  3,  5):  la  rete  icosaedrica,  che  dà  luogo 
ad  un  sottogruppo  invariante   V[ ,  d'indice  60. 

Supponiamo  ora  p  =  i.^i  ha  dalla  (2)  r  =  6 
qualunque  sia  5,  quindi  il  simbolo  (2,  3,  6).  Ciò 
ha  la  sua  verifica  nel  fatto  die,  presa  una  parte 
finita  qualunque  della  rete  della  fig.  17,  si  può 
farla  corrispondere  ad  una  parte  della  rete  modu- 
lare, assegnando  come    corrispondenti    agli    angoli 

77  77  77  .       77  TU 

- — ,  — ,  —r  della  prima  orli  angoli  — ,  —  ,    o 
2  '     3   '     6  r  &         23 

della  seconda. 

(Infine  facciamo  p  =  2.  La  (2)  diviene  : 
12  f 
*  =  r^6; 

r — 6  deve  essere  divisore  di  12,  quindi  r  =  7, 
8,  9,  io,  12,  18,  e  corrispondentemente  51=84, 
48,  36,  30,  24,  18.  Si  hanno  dunque  i  seguenti 
simboli  : 


(2,  3?   7)? 

5  =  84; 

(2,  3,  8), 

5  =  48; 

(2,  3,  9h 

*  =  36; 

(2,  Ss   I0)> 

5  =  30; 

(2,  3,   12), 

5  =  24; 

(2,  3,   i8)? 

s=iS. 
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È  quasi  inutile  ricordare  che  tutti  i  simboli 
trovati  rappresentano  reti  aritmeticamente  possibili  ; 
resterebbe  ad  esaminare  in  ciascun  caso  se  esista 
effettivamente  una  rete  regolare  che  risponda  ai  dati 
relativi,  nel  qual  caso  potrà  affermarsi,  pel  princi- 
pio di  esistenza,  che  esiste  un  corrispondente  sot- 
togruppo di  r. 

99.  Come  si  e  veduto  nell'art,  prec,  la  rete 
diedrica  per  m  =  3  e  le  altre  reti  poliedriche  dan- 
no luogo  ad  altrettanti  sottogruppi  di  I\  Noi  da- 
remo qui  la  costruzione  effettiva  del  sottogruppo 
pel  solo  caso  della  rete  tetraedrica,  rimandando  per 
gli  altri  casi  alla  classica  opera  di  Klein-Fricke. 

Riprendiamo  la  figura  il,  dove,  per  sempli- 
cità, denoteremo  ciascun  triangolo   bianco,    invece 


(Fig-  45)- 
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che  col  proprio  simbolo,  con  un  numero  progres- 
sivo dall'i  al  12.  Tagliando  la  sfera  lungo  le  linee 
segnate  a  tratto  forte,  e  deformando  opportuna- 
mente la  rete,  si  potrà  portarla  a  coincidere  con  una 


b 

(Fig.  46). 

parte  della  rete  modulare,  come  è  indicato  nella 
fig.  46.  Questa  parte  della  rete  è  il  campo  fondamen- 
tale del  sottogruppo  invariante  IV;  o  Pja  di  F.  Le 
operazioni  generatrici  del  sottogruppo  sono  quelle 
che  trasformano  l'uno  nell'altro  i  lembi  corrispon- 
denti dei  tagli,  cioè,  nel  caso  nostro,  quelle  che 
mutano  ag,  a'd,  a"b,  a" 'e  rispettivamente  in  a'"g, 
ad,  a' b,  a"  e.  Esse  sono,  come  si  vede  dalla  fi- 
gura, quattro  sostituzioni  paraboliche  di  ampiezza 
3  i  cui  poli  sono  rispettivamente  i  punti  00,  — 1, 
o,  1.  Facendo  nella  forinola  (2)  dell'art.  91  suc- 
cessivamente : 


206        IL    GRUPPO    MODULARE    E    I    SUOI    SOTTOGRUPPI. 

a  =  3,     p-=-i,     v  =  i; 

^  =  3>     ^  =  I,     v  =  —  i, 
si  ottengono  le  4  sostituzioni: 

(II).  (  ;   ft  (_::).  (:;;)■ 

100.  Abbiasi  una  rete  regolare  (2,  3,  w)  di 
2  5  triangoli  distesa  sopra  una  superficie  chiusa  Cs . 
Ritagliando  la  superficie  lungo  certe  linee  e  defor- 
mandola opportunamente,  si  può  portarla  a  coin- 
cidere con  un  insieme  connesso  Ds  di  2  s  triangoli 
della  rete  modulare  ;  e  questa  rete  si  scompone  in 
una  infinità  di  campi  omologhi  a  Ds  rispetto  al 
sottogruppo  F,  ,  definito  dalia  rete  data.  Poiché 
tanto  intorno  ad  un  nodo  di  1 a  specie  di  Cs  che 
intorno  ad  uno  della  rete  modulare  stanno  4  trian- 
goli, ad  una  linea  chiusa  di  Cs  comprendente  un 
nodo  di  ia  specie  corrisponde  nel  piano  un'analoga 
linea  chiusa  ;  e  cosi  dicasi  dei  nodi  di  2a  specie. 
Invece,  mentre  intorno  ad  un  nodo  di  ja  specie 
di  Cs  stanno  in  triangoli,  intorno  ad  uno  della 
rete  modulare  ne  stanno  infiniti,  e  perciò  ad  una 
linea  chiusa  di  Cs  racchiudente  un  nodo  di  3a 
specie  corrisponde  nel  piano  una  linea  aperta  che 
va  da  un  punto  ad  un  suo  omologo  oltrepas- 
sando n  dei  triangoli  aventi  il  vertice  nel  nodo  di 
3a  specie  corrispondente    a   quello    considerato  in 
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Cs .  E  poiché  qualunque  linea  chiusa  di  Cs  è  equi- 
valente ad  un  insieme  di  linee  chiuse  racchiudenti 
ciascuna  un  solo  nodo,  può  dirsi  che  il  passaggio 
da  un  punto  del  piano  ad  un  qualunque  suo  omo- 
logo rispetto  a  V[n]  può  farsi  mediante  una  succes- 
sione di  movimenti  come  quello  testé  descritto.  Ri- 
cordando quanto  si  disse  nell'art.  9 1 ,  può  esprimersi 
ciò  dicendo  che  ogni  sostituzione  di  T.  ,  e  un  prodotto 
di  sostituzioni  paraboliche  di  ampiezza  n,  ossia  che  co- 
me sostituzioni  generatrici  di  IV.  possono  assumersi 
delle  sostituzioni  tutte  paraboliche  e  di  ampiezza  n. 
Ora  tutte  le  sostituzioni  paraboliche  di  ampiezza 
n  sono  tra  loro  equivalenti  (art.  91),  e  d'altra  parte 
il  sottogruppo  Y[u]  è  invariante,  cioè  equivalente  sol- 
tanto a  sé  stesso;  quindi  [\  ,  contiene  tutte  le  so- 
stituzioni  paraboliche  di  ampiezza  n  del  gruppo  mo- 
dulare. 

li  gruppo  r  si  riduce,  a  meno  di  sostituzioni 
di  r[w] ,  ad  un  gruppo  finito  G[n]  d'ordine  s  che  è 
ad  esso  isomorfo  ;  all'identità  in  G[n]  corrisponde 
in  r  appunto  il  sottogruppo  r[w] ,  ad  ogni  sotto- 
gruppo di  G[n]  corrisponde  un  sottogruppo  di  F 
contenente  V[n] .  Il  gruppo  G[v]  può  anche  consi- 
derarsi come  il  gruppo  delle  ti^isformazioni  in  sé 
stessa  della  superficie  Cs . 

101.  Un  sottogruppo  importante  di  t  conte- 
nente a  sua  volta  come  sottogruppo  I\  ,  è  quello 

formato  da  tutte  le  sostituzioni  I      1 1  di T  per  cui  : 
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(i)         a  =  r)==i,     (5  =  Y  — °     (mod  «). 

Noi   lo    indicheremo    momentaneamente   con 
F>  \ .  Che  queste  sostituzioni  formino  un   gruppo, 
è  evidente  ;  infatti  dalle  : 
a^ffis'i,  [ì=ey=eo,  a'==à'=i,  {ì'=y'=o  (mod  w), 

segue  : 

a"EEErV'  =  i,     P"=ey"eeeo     (modw). 

Che  poi  r,n]  sia  un  sottogruppo  di  F(;/),  ri- 
sulta dall'osservazione  che  [art.  91,  (2)]  ogni  so- 
stituzione parabolica  di  ampiezza  n  soddisfa  alle 
(1)  e  quindi  appartiene  a  T(w),  e  che  ogni  sostitu- 
zione di  I\,  è  un  prodotto  di  sostituzioni  parabo- 
liche di  ampiezza  n. 

Il  sottogruppo  T{n)  è  invariante. 

Sia  P=z  I      ?  J  una  sostituzione    qualunque 

di  F.  ,  e    Q  =  l   ",  fc,  j  una    sostituzione    qualun- 
que di  T  ;  se  :       9 

le  espressioni  di  a",  etc.  sono  date  dalle  (2)  del- 
l'art. 93.  Ora  queste  possono  scriversi,  tenuto  conto 
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che  oc'rV  —  p'y'=:  1  : 
a"  =  (a  —  fi)  a'  Ò'  _  £  a'  y'  -|-  y  ^'^'  -f-  Ò, 

r  =  (a_s)v^_^  +  Tr, 

S"  =  —  (a  —  S)a.'rV  +  fia' y'  —  y[V  $  -f  a. 

Supposto  pertanto  che  le  a,  p,  y,  ^  soddi- 
sfacciano alle  (i),  si  ha  : 

a"EEEErV'  =  i,     fì"=y"==o     (mod»), 
sicché  anche   Q~*  P  Q  appartiene  a  Tsn\. 

Può  aggiungersi  che  Ejèj  è  a»ck  sottogruppo 
invariante  di  T. 

Si  trova  infatti  senza  difficoltà  : 

|      •"•M-r*)' 

e  si  vede  che  queste  tre  sostituzioni  appartengono 
a  r»„;  quando  vi  appartenga  P. 

102.  Per  stabilire  che  r*«j  è  un  sottogruppo 
di  T  d'indice  finito,  e  per  determinarne  l'indice, 
conviene  premettere  alcune  considerazioni. 

Diremo  che  due  sostituzioni: 

sono  congruenti  rispetto  al  modulo  »,  e  scriveremo  : 

PeeeP'     (mod»), 
se: 

(1)  a'==a,     P'sa'h     y'ssy,     l^a)     (mod»), 

VlVANTI.  T. 
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oppure  : 

(2)a's=— a,   p'==— p,  y'=— y,  S'=— S  (modw). 

TWte  e  sole  le  sostituzioni  P  di  I\*j  soddisfan- 
no alla  congruenza  : 

P  ==  i     (mod  »)  *. 

Se  r,nj  contiene  P,  contiene  anche  P_I . 

Se  Pssi,  PP'  —  P'P^P'. 

Infatti,  se  a,  (i,  y,  8  soddisfanno  alle  (i)  del- 
l'art.  101,  si  ha,  qualunque  siano  le  a',  fi',  y',  G1: 
a'  a  -f-  P'  y  53  a'  a  -)-  y'  jà  =  a', 

y'a  +  cVyE=a'y  +  y^=Ey', 
T'P_J_fV^=P'y  +  rV^=.V. 

Se  PsB-JP,  PP'-T^P'-!P=i,   e  reciproca- 
mente. 

Si  ha  : 

Ut'     *T 

quindi  : 

"l-T'^  +  ^'T      -v'p  +  a'S/' 


P'"1 


PP'-1  = 


*  È  quasi  inutile  osservare  che  qui  i  sta  a  rappresen- 
tare  la   sostituzione  identica  I         I  . 

D'ora  innanzi  ometteremo  per  brevità  nelle  congruenze 
l'indicazione  (mod  ri)  quando  ciò  non  possa  dar  luogo  ad 
equivoco. 
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Ora,  supposto  : 

dove  il  segno  deve  essere  preso  eguale  in  tutte  e 
quattro  le  forinole,  si  ha  : 

S<  a  _  ft^  fe  +  (à  J  _  f±y)  =  ±  I, 

J'P„  £'&=£=  o, 

-y'a  +  a'y  =  0, 

_  *,'  [i  _L_  a'  8  gs  -+-  (a  $  _  p  y)  =  -j-  , . 

S'a  _  Y'  p  =±  (*8  -  py)  =  ±  i, 

-p'a  +  a'[J  =  o, 

J'y-Y'JssEO, 

-  p'y  -f  a'&==±  (a  cì  -  jjy)  =  ±  j. 

Reciprocamente,   supposto  : 

S'a-^'y^-y'^  +  a'S^i, 

|f  p  _  p '8  ==  _  y'  a  _j_  a'  y  ss  O, 

e  tenuto  conto  che  : 

ari—  fiy  =  a'rV  — ^y'=i, 

si  ha  : 

a(S-*')-Y(^-P')^o, 

fi(S_S')_S(;±_(3')  =  0, 

-Kt-y')  +  *(*-*')^°, 

—  a  (Y  —  T')  +  Y  0  —  «')  =  o. 
Moltiplicando  la  prima  di  queste   per  &  e  la 
seconda  per  —  y  e    sommando,    oppure   moltipli- 
cando la  prima   per    p    e   la    seconda   per  —  a  e 
sommando,  si  ottiene  : 
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§  $'  =  O, 


P    SB.OJ 


moltiplicando  invece  la  terza  per  a  e  la  quarta  per 
—  fi  e  sommando,  oppure  moltiplicando  la  terza 
per  y  e  la  quarta  per  —  o  e  sommando,  si  ot- 
tiene : 

a  —  oc'  =  o,     y  —  T'  —  °* 
Nello  stesso  modo   può    procedersi  partendo 
dalle  ipotesi  : 

8'  a  —  y '  P  333  —  £'  Y  +  * '  S  335  I , 
—  p'  a  -j-  %'  fi  ==  $'  Y  —  T' f^  ss  °- 
103.  Segue  dalle  cose    dette  che,  se    si  indi- 
cano con  : 

1    P      P 
le  sostituzioni  di  I\*^  e  si  forma  per  il  gruppo  T 
la  solita  tabella: 

1,  P„       »„-. 

,  a,  &*rt  (2,4,  ••• 
1  a.  a*.>  &*v.  ••• 


le  sostituzioni  della  prima  linea,  e  solo  queste, 
sono  =s  I,  e  quelle  di  ciascuna  linea  sono  tra  loro 
congruenti,  mentre  quelle  di  due  linee  diverse  so- 
no incongruenti.  Infatti  : 

a)  Per  definizione  rjMj  è  l'insieme  delle  sosti- 
tuzioni di  r  congruenti  ad  1  ; 

b)  Essendo  P.=  i,  si  ha: 

quindi  : 
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QtP;~QtP.; 

c)  Se  fosse,  per  h=£k: 

QbP,  =  Q,Pj, 

sarebbe  anche  : 

Qh=QkP,P-'^Qt, 

e  quindi  Qh  l  Qh  =  i,  sicché  Qh  l  Ok  apparterrebbe 
alla  prima  linea,  e  per  conseguenza  QhQ^IQ]=Qk 
alla  linea  che  contiene  Qh ,  mentre  essa  appartiene 
ad  un'altra  linea. 

Da  ciò  risulta,  che  il  gruppo  G\n\  è  quello  che 
si  ottiene  da  T  considerando  come  identiche  le  so- 
stituzioni congruenti  rispetto  ad  n. 

Per  formare  dunque  il  gruppo  G\n\ ,  basta 
prendere  un  sistema  di  sostituzioni  di  T  incon- 
gruenti rispetto  al  modulo  n.  La  costruzione  di 
un  tale  sistema  ci  condurrà  alla  determinazione 
dell'ordine  di  Gf*j,  ossia  dell'indice  di  T\n(. 

104.  Una  proprietà  notevole  dei  gruppi  G\n\ 
è  la  seguente. 

Indichiamo  con  5,  T  le  sostituzioni  di  G|«j 
corrispondenti  nell'isomorfismo  tra  G)n\  e  T  alle  so- 
stituzioni di  T  designate  colle  stesse  lettere,  per 
modo  che  : 

(i)       s-=i,   r=i,   (rsy  =  i. 

Può  dimostrarsi  che  tra  le  5,  T  non  può  esi- 
stere, oltre  queste,  alcun'altra  relazione. 

Supponiamo  infatti  che  tra  queste  sostituzioni 
esista  una  relazione,  che,  per  fissare  le  idee,  seri- 
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viamo  : 

(2)  SaTS?TStTS*=i. 

Sulla  superficie  chiusa  corrispondente   al  sot- 
togruppo Fj,,;  partendo  da  un  punto  del  triangolo 
1   tracciamo    una   linea,  la    quale  passi  successiva- 
mente entro  i  triangoli  : 
S,  S2,  . . . ,  S*,  TSh\  S  TS\  S2  TS\  . . . ,  S^  TS*,  . . . 

...,  S^TS^TS^TS8; 
siccome  quest'ultimo  triangolo,  per  la  (2),  coincide 
col  triangolo  I,  noi  potremo  terminare  la  linea  al 
punto  di  partenza,  ossia  avere  una  linea  chiusa.  Essa 
poi,  per  deformazione  continua,  può  mutarsi  nell'in- 
sieme di  più  linee  racchiudenti  ciascuna  uno  solo  dei 
nodi  della  rete  in  essa  contenuti.  Ciascuna  di  tali 
linee  può  imaginarsi  formata  :  da  una  linea  che 
va  da  un  punto  del  triangolo  1  a  un  punto  pros- 
simo al  nodo;  da  un  circolo  arbitrariamente  pic- 
colo intorno  al  nodo  stesso  ;  e  dalla  linea  poc'anzi 
accennata  percorsa  in  senso  inverso.  Il  nodo,  se- 
condo che  è  di  ia,  2a  o  3*  specie,  è  un  trasfor- 
mato del  polo  della  sostituzione  T,  TS  o  5,  quindi, 
indicando  con  M  un  certo  prodotto  formato  colle 
5,  T,  un  giro  intorno  ad  esso  sarà  rappresentato 
rispettivamente  da  : 

M-1  T  M,     M-1  (  TSy  M,     M"1  S"  M. 

La  linea  corrisponde  ad  un  certo  prodotto  N 
formato  colle  5,  T.  Quindi  una  delle  linee  chiuse 
accennate  sarà  rappresentata  dal  prodotto  : 
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NM-lUMN'\ 
dove  U  denota  P,  (TSy  o  Sn .  In  tutti  i  casi 
il  prodotto  scritto  si  riduce  all'identità  in  virtù 
delle  relazioni  (i),  e  perciò  anche  il  prodotto  che 
figura  nella  (2),  che  è  equivalente  ad  un  prodotto 
di  espressioni  come  quella  poc'anzi  formata,  si  ri- 
duce identicamente  ad  1.  Dunque  la  relazione  (2) 
è  una  conseguenza  delle  (1). 

Come  corollario  delle  cose,  ora  dette  si  ha  il 
teorema  di  Dyck  :  Se  S,  T  sono  due  operazioni  di 
natura  qualsiasi,  legate  dalle  relazioni  (1)  ed  atte 
a  generare  un  gruppo,  il  gruppo  da  esse  generato 
e  oloedricamente  isomorfo  a  G}«{. 

105.  Diciamo  ridotta  ogni  sostituzione,  uni- 
taria o  no,  i  cui  elementi  sono  tutti  numeri  interi 
non  negativi  ed  inferiori  ad  n;  diciamo  poi  com- 
plementari due  ridotte  i  cui  elementi  omologhi, 
sommati  due  a  due,  danno  o  od  n. 

Una  sostituzione  ridotta,  il  cui  determinante  e 
=  1  (mod  ti),  e  eguale  alla  sua  complementare  sem- 
pre e  soltanto  se  n  =  2. 

Se  I   "  ^  j  è  una  delle  sostituzioni,  i  numeri 

2  a,  2  p,  2  y,  2  à,  di  cui  due  almeno  sono  diversi 
da  o,  devono  valere  o  od  b,  quindi  n  dev'essere 
pari.  Posto  n  =  2  m,  non  potranno  tutti  i  4  nu- 
meri a,  [4,  y,  $  valere  w,  giacché  allora  sarebbe 
a  &  —  $  y  =  o  ;  due  o  tre    di    essi   varranno   m  e 
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gli  altri  o  l'altro  o,  e  si  avrà  : 

xì)  —  $y  =  ±m2, 
donde  : 

i  m2  =  i  (mod  2  tri), 
relazione  da  cui  segue  che  i   dev'essere    divisibile 
per  m.  Dunque  ws=?i,  e  n  =  2. 

Due  sostituzioni  ridotte  diverse  sono  congruenti 
sempre  e  soltanto  se  sono  complementari;  infatti,  se 

a  •     •     -j  f*'#\     /*'  P\  r 

due  sostituzioni  ridotte   (      J,        ,   L  I  sono  di- 

verse  tra  loro,  non  può  essere  : 

ed  affinchè  sia  : 

è  necessario  e  sufficiente  che  sieno  complementari. 
Data  una  sostituzione  qualunque  di  F,  può 
trovarsi  una  sostituzione  ridotta  ad  essa  congruente  ; 
tale  è  la  sostituzione  formata  coi  resti  minimi  non 
negativi  dei  suoi  elementi.  Ne  segue,  tenendo  conto 
di  ciò  che  si  disse  poc'anzi,  che  ogni  sostituzione 
modulare  e  congruente  a  due  e  a  due  sole  sostituzioni 
ridotte  tra  loro  complementari  ;  ed  anche,  che  tutte 
le  sostituzioni  d'una  stessa  linea  della  tabella  (i) 
dell'art.  103  sono  congruenti  a  due  e  a  due  sole  so- 
stituzioni ridotte  tra  loro  complementari.  Così  per 
esempio  gli  elementi  della  prima  linea  sono  con- 
gruenti alle  due  sostituzioni  I  1 ,  1  I . 
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È  evidente    che,    se    una    sostituzione  ridotta 

Za .-fi\   ;  .  .      . 

I       x  j  e  congruente  ad  una    sostituzione  di  r,  1 

suoi  elementi  soddisfanno  alla  congruenza: 

(1)  ao —  py=i   (mod  »). 
Reciprocamente,    ^    w/z#    sostituitone    ridotta 

I      x  J  soddisfa  alla  congruenza  (i),  esistono  sosti- 
tuzioni di  T  od  £.«#  congruenti. 

Sia  a  il  massimo  divisore  di  a  primo  con  «; 
potrà  determinarsi  un  numero  £  tale  che  sia: 

(2)  np  =  1  —  p>  (mod  a). 
Posto  : 

(3)  »=>+,*>, 

si  ha  dalla  (2)  : 

£  ==  1  (mod  a) , 
e  quindi  b,  a  sono  primi  tra  loro,  cioè  a,  b  non 
possono  avere  alcun  divisore  comune  che  sia  pri- 
mo con  n.  D'altra  parte,  per  la  (1),  a,  (3,  n,  e 
quindi  anche  a,  b,  n,  non  possono  avere  divisori 
comuni;  cioè  a,  b  non  possono  avere  alcun  divi- 
sore comune  che  divida  n.  In  conclusione  dunque 
a,  b  non  possono  avere  divisori  comuni,  cioè  sono 
primi  tra  loro.  Ne  segue  che  l'equazione  indeter- 
minata : 

(4)  a  k  —  bh=z  qy 

dove  h,  k  sono  due  incognite,  è  risolubile  qualun- 
que sia  q.  Ora  dalle  (1),  (3)  segue: 
a  &  —  ^  y  ==  I   (mod  w), 
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che  può  scriversi  : 

a  ^  —  b  y  ■'==?  i  -(■-  n  q. 
Combinando  questa  relazione  colla  (4),  si  ha  : 
a  (Jì  —  n  k)  —  b  (y  —  n  h)  =  1 , 
sicché  la  sostituzione  : 


à  —  n  kj 


\T  —  n  h  à 
appartiene  a  I\    D'altra   parte    essa    è 

alla  data  sostituzione  ridotta,  sicché  resta  dimostrato 

l'asserto. 

Dal  risultato  ottenuto  segue  che,  data  una  so- 
stituzione ridotta  soddisfacente  alla  (1),  esiste  una 
linea  della  tabella  (1)  dell'art.  103  formata  da  so- 
stituzioni ad  essa  congruenti. 

Come  elementi  del  gruppo  G\n\  possono  per- 
tanto assumersi  sostituzioni  ridotte  che  soddisfac- 
ciano alla  (  1  ),  con  queste  avvertenze  : 

Che  di  due  sostituzioni  complementari  se  ne 
deve  prendere  una  ed  una  sola  ; 

Che  come  prodotto  di  due  sostituzioni  ridotte 
deve  considerarsi  la  sostituzione  ridotta  congruente 
al  loro  prodotto. 

106.  Indichiamo  con  [/•(«)  l'ordine  di  Gj»j, 
ossia  l'indice  di  lTjBj,  sicché  possiamo  rappresentare 
questi  gruppi  rispettivamente  con  G  (n) ,  F^^ .  Il 
numero  fx  (ri)  è  la  metà  del  numero  delle  sostitu- 
zioni ridotte  di  determinante  =  1,  tranne  il  caso 
di  n  =  2,  in  cui  \j.  (n)  è  il  numero    di  tali    sosti- 
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tuzioni.  Invece  di  G  {n)  si  ha  un  gruppo  G  {n) 
di  ordine  2  \u  (n)  considerando  le  sostituzioni  come 
omogenee  rispetto  a  due  variabili;  in  tal  caso  in- 
fatti due  sostituzioni  devono  riguardarsi  come  con- 
gruenti soltanto  quando  sussistono  le  (1)  dell'art. 
102,  e  non  già  quando  sussistono  le  (2). 

Vogliamo  determinare  il  numero  2  [/.  (w),  che 
è  il  numero  delle  soluzioni  incongruenti   della  : 
(  1  )  «  8  —  p  y  =  :  (mod  ti). 

Premettiamo  un'osservazione. 

Sia  n  =  nin^:  essendo  nti  n2  primi  tra  loro. 
Ogni  soluzione  della  (1)  costituisce  una  soluzione 
di  ciascuna  delle  due  congruenze: 
.(2)    x& — ffysÈi  (mod  w,),     aS — (tysEsi  (mod  w2). 

Reciprocamente  ogni  coppia  di  soluzioni  oli  ,  (^  , 

Ti?    ^iJ    *a>    Pa?    Tal    ^2    delle    (2)    &    m°g°  aci    Una 

soluzione  a,  (4,  y,  cì  della  (1).  Infatti,  poiché  nt 
ed  n2  sono  primi  tra  loro,  ciascuna  delle  con- 
gruenze : 

n:C  +  lt^l2>        M  4  fl  —  K     (m°d  Wa)> 

dove  le  incognite  sono  a,  b,  e,  d,  ammette  una 
ed  una  sola  soluzione;  trovate  le  a,  b,  e,  d,  i  nu- 
meri : 

É>  =  *.*  +  (>,,. 
ri  =  »j  d  -J-  ij 
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soddisfanno  alla  (i). 
Segue  da  ciò  : 

(3)  2{x(/*i/zJz=2[x(^2(A(rc2> 

Pertanto  basta  determinare  l'espressione  di 
[£  (ri)  per  il  caso  in  cui  n  è  una  potenza  d'un  nu- 
mero primo. 

Sia  n  =  p'\  p  essendo  un  numero  primo.  Se 
a  non  è  divisibile  per  p:  e  o  Zi.  P  <C  pr ,  la  con- 
gruenza : 

(4)  a  &  —  fiy  ss  1   (mod  pr) 

ci  dà -per  ogni  valore  arbitrario  di  y  uno  ed  un  solo 
valore  di  <$  non  negativo  e  minore  di  pr  ;  e  quindi, 
poiché  i  valori  possibili  incongruenti  di  y  sono  pr , 
a  due  dati  valori  di  a,  fi  corrispondono  pr  coppie 
di  valori  y,  à.  Se  a  è  divisibile  per  p,  (i  non  può 
esserlo,  e  allora  per  ogni  S  arbitrario  si  ha  un 
solo  valore  di  y,  quindi  anche  in  questo  caso  pr 
coppie  di  valori  y,  ò.  Dunque  ad  ogni  coppia  di 
valori  a,  fi  minori  di  pr  e  non  ambidue  divisibili 
per  p  corrispondono  pr  coppie  di  valori  y,  0  tali 
da  rendere  soddisfatta  la  (4).  Calcoliamo  il  numero 
delle  coppie  possibili  a,  fi.  I  valori  di  a  minori  di 
pr  e  non  divisibili  per  ^,  che  sono  pr — pr~\ 
possono  accoppiarsi  con  qualunque  valore  di  (3  mi- 
nore di  p%  sicché  danno  luogo  a  pr(j>r — pr~*) 
coppie;  invece  i  valori  di  a  divisibili  per  p,  che 
sono  pr~l ,  possono  accoppiarsi  coi  valori  di  fi  non 
divisibili  per  p,  formando  ^r_I(J>' — pr~l)   coppie. 


IL   GRUPPO    MODULARE   E   I   SUOI   SOTTOGRUPPI.        221 

In  tutto  il  numero  delle  coppie  è  dunque  : 

e  il  numero  delle  soluzioni  della  (4)  è  per  conse- 
guenza : 

Si  ha  pertanto  : 

(5)  2,,(/)=i)3^1_^. 

Se  quindi  : 

n=P?P?  •••  Plh, 
segue  dalla  (3)  : 

Pel  caso  di  p  =  2,  rste-i  invece   di    2p.(pr) 
deve  scriversi  nella  (5)  (/.  (J/). 

Si  ottiene  dalla  (5): 
bO)  =  6,     K3)=  12,     f*(#=  24,      [^(j)=:6o, 

sicché  i  gruppi  r^-  e  r[n]  coincidono  per  n  =  2, 
3,  4,  5.  Al  contrario  per  /z  >  5  essi  non  posso- 
no coincidere,  giacché  r_w  è  un  sottogruppo  di 
r  d'indice  finito  mentre  I\  ,  è  un  sottogruppo 
d'indice  infinito  (v.  art.  98). 

107.  Supponiamo  che  n  possa    scomporsi  in 
due  fattori  primi  tra  loro  Hti  n2: 

sarà  : 
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2[/.(»)  =  2{/.(wl).2|/.(w2). 
Date    due    sostituzioni    omogenee    qualunque 
P,   Q,  il  gruppo   G   {H)  considerato    nell'art,    prec. 
contiene  una  ed  una  sola  sostituzione  S  tale  che  : 
S  ==  P  (mod  n^ ,     S  eeb  Q  (mod  n2). 
Prendiamo  per  P  successivamente  tutte  le  so- 
stituzioni del  gruppo   GajiO»,))  e  facciamo    0  =  i  ; 
otterremo  per  5  un  sistema  di  2  f*(»,)  sostituzioni 
omogenee  incongruenti  tra  loro    rispetto   ad   k:  e 
tutte  congruenti  ad   i   rispetto    ad  n2 .    Questo  si- 
stema è  manifestamente  un  gruppo,  che  non  dif- 
ferisce sostanzialmente  dal  gruppo  G2^u  .  ,  e  quindi 
può  denotarsi  con  questo  stesso  simbolo.  Dunque 
G    (n)  contiene  come  sottogruppo   G    {n  ,  .  E  facile 
vedere  che  questo  è    un    sottogruppo    invariante; 
infatti,  se  S  è  una   sua    sostituzione   qualunque  e 
T  una  sostituzione  qualunque  del  gruppo,  si  ha: 
T-'ST^T-'T^i  (modwa). 
Parimenti  G2^[n)   contiene    come    sottogruppo 
invariante  G2^v2)  .  Di  più  le   sostituzioni    dei   due 
sottogruppi  sono  permutabili.  Infatti,  se  5x ,  S2  sono 
sostituzioni  qualunque  di   G    [n  )  ,   G    ,    }  ,  sicché  : 

5=i  (modw2),     S2  ss  i  (modwj, 
ne  segue  : 

^  ^(modrc,),       <.  ~     ={  5i(modwi), 
1    2~~\  S2(modn2),       ^'  —  j  5a(mod»2), 
donde  SiS2=eì  S2Si.  Si  possono   quindi    applicare 
al  gruppo  G2  (n)   le    considerazioni  dell'art.  14,  le 
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quali  danno  il  modo  di  costruire  i  sottogruppi  di 
G^(„)  quando  si  conoscono  quelli  di  G^, ,  G2^  . 
La  ricerca  diretta  dei  sottogruppi  del  gruppo  G  {n) 
può  pertanto  limitarsi  al  caso  in  cui  n  è  una  po- 
tenza d'un  numero  primo. 

Noi  però  tratteremo  soltanto  un  caso  ancora 
più  semplice,  quello  in  cui  n  è  un  numero  primo. 

108.  Dobbiamo  premettere  qualche  cenno  su 
certi  simboli  introdotti  da  Galois  nella  teoria  dei 
numeri. 

Se  N  è  un  non  resto  quadratico  di  un  mo- 
dulo p)  che  supporremo  primo,  la  congruenza  : 

x2===N  (modp) 
non  ha  alcuna  soluzione.    Con    un    procedimento 
analogo  a  quello  usato  nella  teoria  degli  imaginari 
si  introduce    un    nuovo    simbolo   s    definito    dalla 
congruenza  : 

£2==2V(mod£). 

Diremo  appunto  a  un  numero  imaginario,  e 
gli  aggregati  della  forma  a-\-bz,  dove  0,  b  sono 
numeri  interi  ordinari,  numeri  complessi. 

Due  numeri  complessi  a  -\-  bz,  a!  -j-  b' z  si 
dicono  eguali  se  a  -s=s  a^  b  =  b'.  In  particolare  un 
numero  complesso  a  -f-  b  z  è  nullo  se  a  =  b  =  o. 
I  numeri  a-\-bz,  a  —  bz  si  dicono  coniugati; 
se  a-\-bz  —  a,  noi  scriveremo  a  —  bz  —  a.  Due 
numeri  coniugati  sono  eguali  sempre  e  soltanto 
se  sono  reali. 
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Se   aas&O,    ne   segue  (iE^a==o.  Infatti  si 
ha: 

o  =  a«  =  fl2  —  b2  N , 
ossia  : 

a2  =  b2N; 
ma,  se  a  e  è  non  sono  nulli,  a2  è  un  resto  qua- 
dratico, mentre  b2  N    è  un    non    resto,    sicché  la 
congruenza  non  può  sussistere  se  non  è  a  =  £==o, 
quindi  a  ==  a  =  o. 

Se  a,  b  sono  due  numeri  complessi,  e  ab=^o, 
dev'essere  o  a==o  o  &  =  o. 

Supponiamo  : 

a  =  a-\-bs=^o,      b  =  a'-\-b'z. 

Dall'ipotesi  del  teorema  segue  : 
o  ^aab 
=^_h2N)(ia'+bfz)=^2—b2N)af+{a2—b2N)bfz, 
donde  : 

(V  —  b2 N)a'  eee(V  —  b2 N)b'  =  o; 
ma  a2  —  b2  N^  o,  quindi  #'  =  £'  =  o,  ossia  b^o. 

Nel  campo  dei    numeri   ordinari  e  complessi 
ogni  congruenza  di  2°  grado   (rispetto    ad  un  mo- 
dulo primo)  ha  due  e  due  sole  radici,  eguali  o  di- 
stinte. Infatti  la  congruenza  : 
(i)  ax2  -{-  2bx-{-  c  =  o   (mod^) 

può  scriversi  : 

(2)  (ax  +  by  =  b*  —  ac   (mod/>); 

ora,  se  b2  —  a  e  è   resto    di  p,    esistono,  come   è 
noto,  due  radici  reali  della  (2)  e  quindi  della  (1), 
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se  b2  —  a  e  è  non    resto,    potrà   porsi,    essendo  d 
un  certo  numero  : 

b2 —  ac==d2N  (mod]?), 
e  quindi  : 

ax  -\-b==^rdz    (mod  p) , 
da  cui  : 

♦        x  =  —  b e  ^rdez   (mod p) , 
essendo  e  il  numero  che  soddisfa  alla  congruenza  : 
00  =  i    (mo&p). 
Si  dimostra,  come  pei    numeri    ordinari,  che 
una  congruenza  di  grado  m  rispetto  ad  un  modulo 
primo  non  può  avere  più  di  m  radici. 
Sieno  : 

a  =  a-\-  bz  ,     a  =  a  —  bz 
due  numeri  complessi  coniugati.  Sarà  : 

ap  =  ap+(p\  a*-x  bz  +  ( £  \  ap~2  b2 e2  +  • . . 

p-1 

...-\-bpzp==ap-{-bpzp=E=a  +  bzN  2  , 

perchè,  pel  teorema  di  Fermat,  ap~l  =  bp~l  =  i; 

*zl 
inoltre,  essendo  A/"  non  resto  di  £,  A/"  2   = — i, 

quindi  : 

ap  ~a  —  bz  =  a. 

Analogamente    ap  s  a,    donde  ap2  =  a,    e 

per  conseguenza  : 

(3)  «>2-  =  i, 

forinola'  che  costituisce  la  generalÌ7^a%ione  del  teo- 
rema di  Fermat. 

VlVANTI.  jr 
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Di  qui  segue  che  la  congruenza  : 
(4)  xp2~l  ==  1    (mod^) 

ha  precisamente  un  numero  di  radici  eguale  al  suo 
grado;  infatti  ad  essa  soddisfanno  tutti  i  numeri 
complessi  a  -\-  b  z  non  congruenti  a  zero  rispetto 
a  p,  e  questi  sono  appunto  p2  —  1,  potendo  a, 
b  assumere  qualunque  coppia  di  valori  meno  la 
coppia  o,  o. 

Una  conseguenza  di  questo  teorema  è  che, 
se  q  e  un  divisore  di  p2 —  1,  la  congruenza: 

xq  =  1    (mod  p) 
ha  q  radici.  La  dimostrazione  è  la  stessa  che  pei 
numeri  ordinari. 

Una  radice  a  della  congruenza  (4)  può  even- 
tualmente essere  radice  di  un'altra  congruenza  della 
forma  : 

y  ==  1  (mod  p)) 
dove  r<^p2 — 1.  Si  dimostra  in  modo  ben  noto  che, 
se  r  è  il  minimo  numero  per  cui  orsi,  p2 — I  de- 
v'essere multiplo  di  r.  Si  dice  che  il  numero  a  ap- 
partiene all'esponente  r  ;  i  numeri  appartenenti  al- 
l'esponente p2 — 1   si  chiamano  radici  primitive  dip. 

Se  i  numeri  ai ,  a2  appartengono  rispettiva- 
mente agli  esponenti  rt ,  r 2  primi  tra  loro,  il  nu- 
mero a  =  axcT2^  *  appartiene  all'esponente  r  =  rTr2. 


*  Con  ar x  si  denota,  nella  Teoria  dei  numeri,  quel  nu- 
mero b  che  soddisfa  alla  congruenza  : 
ab=i    (mod_/>)  ; 
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Sia,  per  un  certo  numero  5,  «.s=ei,  quindi 
a\  =  a\ .  Poniamo  a\  =  as2  &è  b.  Se  tt  è  il  mas- 
simo comune  divisore  di  r  1 ,  s  e  t2  quello  di  r2 , 
s,  sarà  : 

ossia  : 

&''  =  &'2  =  I. 

Ora  fj  ed  r2  sono  primi  tra  loro,   quindi  lo 

f  Y 

stesso  è  di  — l-  ,  — - ,  e  però  segue  dalla  relazione 
precedente  : 

ossia  : 

a\  =  a[  =  i , 
donde  risulta  che  5  deve  essere  multiplo  tanto  di 
t    che  di  r2 .  Dunque  il  minimo  valore    di   s  per 
cui  as  ==  i  è  5  =  ra  ra . 

Qualunque  sia  il  numero  primo  p,  esistono 
radici  primitive  ài  esso,  anzi,  più  generalmente,  esi- 
stono numeri  appartenenti  a  qualsiasi  esponente  che 
sia  divisore  di  p2 —  i. 


esso  esiste  sempre  ed  è  determinato  in  modo  unico  rispetto 
al  modulo  p,  quando  p  è  primo  ed  a  non  è  multiplo  di^>, 
o,  più  generalmente,  quando  a  è  primo  con  p. 

Analogamente  si  denota  con  e  a-1  quel  numero  b  che 
soddisfa  alla  congruenza  : 

ab  —  c   (mod p). 
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Sia  : 

dove  pt,  p2,  •  •  •  rappresentano  fattori  primi    dif- 
ferenti. Se  q  è  un  divisore  di  p2 — i,  sarà: 

dove  : 

Poiché  p\l  è  un  divisore  di  p2  —  I,  la  con- 
gruenza : 

X*  ^  I 

ha  p\l  radici  ;  alcune  di  queste  devono  appartenere 
all'esponente  p[l ,  giacché,  in  caso    contrario,  esse 
sarebbero  tutte  radici  della  congruenza  : 
x^1'1  ==  i . 

Esistono  dunque  numeri  appartenenti  all'espo- 
nente p\l ,  e  parimenti  numeri  appartenenti  all'e- 
sponente ps22 ,  etc.  Mediante  questi,  e  in  virtù  del 
teorema  precedente,  si  possono  costruire  numeri 
appartenenti  all'esponente  q. 

Sia  in  particolare  q=p  -\-  i,  e  t  un  numero 
appartenente  a  questo  esponente  ;  le  radici  della 
congruenza  : 

(5)  xp^l==i    (moàp) 
saranno  : 

(6)  1,  t,  t2,  ...  ,  tp-\  tp==t-\ 

Dalla  relazione  generale  ap==a  trovata  sopra 
segue  : 

tp  =  t~l=Tt\ 
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d'altra  parte  non  può  essere  tp  =ee  t,  giacché  in 
tal  caso  sarebbe  £f_I=i,  e  t  non  apparterrebbe 
all'esponente  p  -j- 'li  Ne  segue  che  t  non  e  reale, 
sicché,  posto  : 

t  =  e  -f-  de, 
d  non  è  nullo  né  multiplo  di  p.  Dopo    ciò,    dato 
un  numero  complesso  qualunque: 

a  =  a  -j-  bé, 
può  trovarsi  un  numero  ordinario  /  tale  che  sia: 

ld  =  b  (modj}), 
ed  allora  si  ha: 

a=E a -j- / d e  =: (a  —  le)  -\-  ìt  (mod p\ 
sicché  ogni  numero  complesso  a  può  porsi  sotto 
la  forma  h  ~\-kt. 

Se  flrt=i,ai  una  potenza  di  t.  —  Infatti,  es- 
sendo a  =  ap,  si  ha  nel  caso  nostro  ap+1  ==  i, 
sicché  a  è  una  radice  della  congruenza  (5),  e  quindi 
una  delle  quantità  (6). 

Le  sostituzioni  lineari: 

(7)  *  =  £¥> 

dove  a,  &  sono  due  numeri  complessi  legati  dalla 
relazione  : 

a  a  —  &&=i    (mod/>), 

formano  un  gruppo. 
Infatti,  se: 
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è  un'altra  sostituzione  della  stessa  natura,   sicché: 

a'  a'  —  b'b'ìE=i    (modj?), 
il  prodotto  delle  due  sostituzioni  è: 

r,  _     (a'  a  -f-  &'  à)  e  -f-  (a'  b  -J-  bf  ci) 

'  (b'a  +  rifyl  +  tb'b  +  rìa)' 
e  si  ha: 

(a'a+b^Xb'b+a/a)— {ii'b^-b'7i)(fi' a-\-à'b) 

=.{aa — bb)(a'a'— &'&')==i  . 
La  trasformata   d'una   sostituzione   qualunque 
$':=_P(£)  della  forma  (7)  mediante  la  sostituzione: 

s;  -J-  s 
[che  non  appartiene  al  gruppo  delle  (7)]  è  una  so- 
stituzione c'  =  P(E)  del  gruppo  G  {p),  e  la  somma 
degli  elementi  estremi  e  eguale  nelle  dite  sostituzioni. 
Posto  infatti: 

a  =  m  -f-  n  e,     &  =  r  -J-  5  e, 
si  trova: 

rS  +  s 

dove: 

oi=zm— r,    p=— w— 5,    y=z—N(n—s),    S=#»-j-r; 

inoltre  : 

a  fì  —  (i  y  eee  1    (mod  />),     x  -j*  8  =  a  -fr  #> 

Ne  segue  che  il  gruppo  delle  sostituzioni  (7) 
è  oloedricamente  isomorfo  al  gruppo  G  (p) .  Pertanto, 
per  ciò  che  riguarda  questioni  puramente  formali 
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(cioè  indipendenti  dalla  natura  delle  operazioni  di 
cui  i  gruppi  constano),  è  indifferente  considerare 
l'uno  o  l'altro  dei  due  gruppi.  Noi  denoteremo  il 
gruppo  (7)  con  G^{py 

109.  Premesse  queste  nozioni,  veniamo  alla 
ricerca  dei  sottogruppi  del  gruppo  G  { .; . 

Osserviamo  anzitutto  che,  essendo  p  primo, 
si  ha: 

Cominciamo  colla  ricerca  dei  sottogruppi  ci- 
clici d'ordine  p. 

Uno  di  tali  sottogruppi,  Gp ,  si  costruisce  im- 
mediatamente ;  esso  è  formato,  oltre  che  dall'iden- 
tità, dalla  sostituzione: 

e  dalle    sue    potenze    2a,    3*,  .  .  .  ,  (j>  —  i)-esima. 
Per  trovare  altri  sottogruppi  ciclici,  considere- 
remo anzitutto  quelli  che  sono  equivalenti    a   G  . 

Sia  P  =  i      LI    una    sostituzione    qualunque 

di  G  {p);  si  ha  (cfr.  art.  91): 

(1)   p-<yp=p-f7  _/*2y 

V    —  tf    i+rxyj 
Affinchè  P  sia  permutabile  con    G.,    bisogna 


*)  La  forinola    non   sarebbe    esatta    per  p  =  2  (v.  art 
106)  ;  però  noi  qui  supponiamo  p  un  numero  primo  dispari. 


232        IL    GRUPPO    MODULARE    E    I    SUOI    SOTTOGRUPPI. 

che  la  (1)  sia  una  certa  potenza  5'  di  S,  e  quindi 
che  sia  y  =  o  ;  ed  è  facile  vedere  che  questa  con- 
dizione è  anche  sufficiente.  Ora,  se  y  =  o,  ne  se- 
gue a  ^  =  1 ,  quindi  a  può  assumere  tutti  \p  —  1 
valori  incongrui  rispetto  a  p,  e  a  ciascuno  di  que- 
sti corrisponde  un  unico  valore  di  S;  ji  poi  è  ar- 
bitrario, e  quindi  può  prendere  p  valori  incongrui. 
In  tutto  adunque  abbiamo  p(j> — 1)  sostituzioni 
di  G  ()  permutabili  con   G  ;  ma  queste  sono  2  a 

2  eguali,  giacché  I  J   L  1  e  l  Li  non   so- 

no che  una  sola  sostituzione  ;  quindi  il  numero 
delle  sostituzioni  diverse  di  G  p)   permutabili   con 

G    è  ^-^- '.  Ne  segue  (art.  13)  che  il  numero 

dei   sottogruppi    equivalenti    a    G  ,   compreso    G 

,    p(p2  —  1)    p(p—  1) 

stesso,  e  ^-^ :  — — ossia    p  -+-  1 .    Le 

2  2  r    ! 

sostituzioni  di  questi  gruppi,  meno  l'identità,  sono 
necessariamente  tutte  diverse  fra  loro;  infatti,  se 
due  di  essi  avessero  comune  più  di  una  sostituzio- 
ne, il  numero  delle  sostituzioni  comuni,  ossia  l'or- 
dine del  sottogruppo  comune,  dovrebbe  essere  un 
divisore  dell'ordine  comune  p  dei  due  gruppi,  che 
d'altra  parte  è  un  numero  primo.  Dunque  il  nu- 
mero totale  delle  sostituzioni  contenute  nei  p  -J-  1 
sottogruppi  equivalenti  è  (^+0  (p — i),  ossia 
p2  —  1,  oltre  l'identità. 
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Se  si  indica  in  generale  con  g  la  semisomma 
del  primo  e  dell'ultimo  elemento  d'una  sostituzione, 
risulta  dalla  (i)  che  per  le  sostituzioni  dei  sotto- 
gruppi considerati  si  ha  9  =  I.  Naturalmente  può 
anche  scriversi  a  —  —  i ,  giacché  è  lecito  cambiare 
il  segno  di  tutti  gli  elementi  d'una  sostituzione. 
Possiamo  dire  quindi  che  per  le  sostituzioni  del  sot- 
togruppo Gp  e  dei  suoi  equivalenti  si  ha  g2  =  i . 

no.  Determiniamo  i  sottogruppi  ciclici   d'or- 


dine 


p-i 


2 

Se  a  è  una  radice  primitiva  di  p    nel    senso 
ordinario,  la  sostituzione  del  gruppo  G(Jt(    • 

\°  *     / 
genera  un  gruppo  ciclico  G  p_t  d'ordine  £ ;  in- 

fatti  si  ha: 

e  ar  -fé  +  i  per  r  <  ^— 

a  2    =(0  2  àà±i, 

sicché  la  prima  potenza  di   R   che    sia  ==  i    è   la 

I  — —  l-esima. 

Si  trova  (art.  26): 


'-(:':-)• 


mentre  : 
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Affinchè  questa  sostituzione  sia  una  potenza 
di  i?,  dev'essere  anzitutto,  quando  a  fi  e  y  $  non 
sieno  ambidue  nulli: 

ar  —  cTr  =  o, 

ossia  a2rE=i,   che  è    impossibile  per   r  < . 

Dunque  si  ha  a  (3  =  o,  y  8  =  o,  cioè  uno  dei  due 
casi  seguenti: 

p  ==  y  ss  o,     k)sì; 

Corrispondentemente  si  ha: 

•"*(::-)■  p-(-°.-ò\ 

La  prima  di  queste  è  una  potenza  di  R;  in- 
fatti, poiché  i ,  a,  a2 ,  .  .  .  ,  ap~2  è  un  sistema  com- 
pleto di  resti  rispetto  a  p,  qualunque  sia  a,  esiste 
un  esponente  s  tale  che  #5=a.  La  seconda  è  una  so- 
stituzione d'ordine  2  ;  e  di  tali  sostituzioni  ve  n'han- 
no t- ,  cioè  la  metà  del  numero  dei  valori  di- 


2       ' 


versi  e  non  =  o    che   può    assumere   a.    Dunque 
Gp_x  è  permutabile,  oltre  che  colle  proprie    sosti- 

.  .  p    —     I  .      j,  ,. 

tuzioni,  con sostituzioni  d  ordine  2  ;  in  tutto 

2 

con  p  —  i   sostituzioni.  Ne  segue  che   il    numero 
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dei  sottogruppi  equivalenti  a  Gp_1 ,  compreso  que- 

,      PCP'   —    0       j  N  ■        P(P+    J) 

sto  stesso,  e  "*- -:  Q>— i),  ossia  r-^-> — '- . 

2  -^ 

Si  può  dimostrare  che  questi  sottogruppi  non 
hanno  due  a  due  altra  operazione  comune  che  l'i- 
dentità. Sieno  Rl ,  R2  le  operazioni  generatrici  di 
due  dei  sottogruppi  ciclici  considerati,  ed  abbiano 
questi  una  operazione  comune,  sicché  sia  : 

KmK- 

Potrà  scriversi: 

sicché  la  Ro  è  permutabile  col  primo  dei  due  sotto- 
gruppi, mentre  essa  non  appartiene  a  questo,  né, 
per  p  >  5,  è  d'ordine  2  *,  ciò  che  è  impossibile. 
Il    numero    totale    delle    sostituzioni    diverse 

dei  i-M— H — l  sottogruppi  è  dunque,  oltre  l'identità, 

pjhJ)p^_i,  ossia  /»(p  +  0(p-3), 

22  4 

Per  ciascuna  di  queste  sostituzioni  si  ha  [v. 
forinola  (1)]: 

0'  4-  dTr 


*  Per  £  ss  5  il  sottogruppo  Gp_t  e  i   suoi   equivalenti 

sono  d'ordine  2,  e  perciò    non    possono  avere   altra    sosti- 
tuzione comune  che  l'identità. 
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quindi  : 

/ar-a-r\2 

che  può  scriversi  genericamente: 

R  indicando  un  resto  quadratico  di  p. 

ni.  Determiniamo    ora   i    sottogruppi   ciclici 

d'ordine  ^-— — — .  Il  processo    è    analogo    a   quello 

dell'art,  prec,  colla  sostituzione  di  t  ad  a. 
La  sostituzione  del  gruppo  G  (    • 

*$$ 

genera  un  sottogruppo  Gp+I  d'ordine  C  ~*~    ;  in- 
fatti  si  ha: 


*'<°<-l 


e   £r  ^é  +  1  per  r  <^  ±--$—~  ,  mentre  : 

sicché  la  prima  potenza  di  JR    che  sia  ==  1    è   la 


m 


-esima.  Se: 


(lì)' 


si  ha 
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(1)    ^FP=P"^  -ab(t'-t-)l 

[_ab(tr  —  t~r)     aat~  —  bb  tr  J 

Perchè  questa  sostituzione  sia  una  potenza  di 

K7  dev'essere    anzitutto,    quando    né  a  né  b  sia 

nullo  : 

f  —   t"  E=  O, 

ossia  t2r==i,  che  è    impossibile    per   r  <C—  • 

Dunque  dev'essere  o  &  =  o  o  a  =  o.  Nel  primo 
caso  si  ha  aa=i,  quindi  (art.  108)  a  è  una  po- 
tenza di  t ,  sicché,  posto  a  ==  £5,  si  ha  : 

ossia  .P  appartiene  a  6?^, .  Nel  secondo  caso  si 
ha  bb  =  —  i,  e  la: 

è  un'operazione  di  periodo   2.    Di   tali   operazioni 

ve  n'hanno  ,  cioè  la  metà  del  numero  delle 

2     ' 

soluzioni  della  congruenza  bb^=  —  1 ,  numero  che 
è  appunto  p  -j-  1  *.  Dunque  G^.,  è  permutabile, 


*)  Se  Je  è  una  soluzione  di  questa  congruenza,  tutte   e 
sole  le  soluzioni  di  essa  sono: 

Je,    Jet,    Jet2 ,  ...  ,  Jet?  ; 
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oltre  che  colle  proprie  sostituzioni,  con  so- 

stituzioni d'ordine  2  ;  in  tutto  con  p  -f-  1  sostitu- 
zioni. Ne  segue  che  il  numero  dei  sottogruppi  e- 
quivalenti  a  Gp+1 ,  ossia  a  Gp+l ,  compreso  questo 

2  2~ 

,      P(P2    —     i)        ,  ,  v  .        P(P—1) 

gruppo  stesso,  e  «f -;  (i>+1)?  ossia -^-^ ^, 

Si  può  dimostrare  come  prima  che  due  qua- 
lunque di  questi  sottogruppi  non  hanno  alcuna  so- 
stituzione comune  oltre  l'identità.  Ne  segue  che  il 
numero  totale  delle  sostituzioni  differenti  contenute 

nei  ¥j^- -  sottogruppi  considerati  è,  oltre  l'iden- 

2  2  4 

Per  ciascuna  di  queste  sostituzioni  si  ha  [v. 
formola  (1)]: 

tr  -f  tr 

quindi  : 


-M^r 


infatti,  detta  k!  un'altra  soluzione,  dalle  : 

kk  =  —  1,    k'k'  =  —  1 
segue  : 

(tfk-^itfk-1)^  1, 
quindi  (art.   108)  k' k~l  ==  t5  ,  ossia  kf  =  kts  . 
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Ora  tr  —  t~~r  è  la  differenza  di  due  numeri 
coniugati,  e  quindi  è  eguale  al  prodotto  di  un  nu- 
mero orinario  per  s: 

tr  —  f~r  =  h; 


*2_i=_  t**&  —  n, 
4         4 

.  o  più  semplicemente,  indicando  con  N  il  non  re- 

sto  — -N: 
4 

G2  —  I  =  N, 

forinola  che  vale  anche  per  le  sostituzioni  di  Gp+1 

e  dei  suoi  equivalenti,  giacché  (art.  108)  cr  ha  lo 
stesso  valore  per  le  sostituzioni  corrispondenti  dei 
due  gruppi  Gm,   G^{p). 

112.  Poiché  g2 — 1  ==0  per  le  sostituzioni 
dei  gruppi  ciclici  d'ordine  p,  è  un  resto  di  p  di- 
verso da  zero  per  quelle  dei  gruppi  ciclici  d'ordine 
p—i 


2 


è  un  non  resto  di  p  per  quelle  dei  gruppi  ci- 


clici d'ordine  ^    '      ,  i  gruppi  delle  tre  specie  non 

possono  avere  sostituzioni  comuni  oltre  l'identità. 
Ne  segue  che  il  numero  totale  delle  sostituzioni 
in  essi  contenute  è,  compresa  l'identità: 

I  y    0  ,  KH-1XP-3)  ,  /O-0'=KP'-0  \ 
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Questi  gruppi  presi  insieme  contengono  dunque 
tutte  le  sostituzioni  di  G  {p) ,  e  però  G  ip)  non  con- 
tiene altri  sottogruppi  ciclici  oltre  quelli  trovati  e 
i  loro  sottogruppi. 

La  formazione  di    questi    ultimi    non   presenta 
alcuna  difficoltà. 

Anzitutto  G  e  i  suoi  equivalenti  non  ne  con- 
tengono alcuno,  essendo  p  primo. 

Quanto  a  Gp_x  o  ad  uno  dei  suoi  equivalenti, 

se  t  è  un  divisore  di ,  R*  genererà  un  sot- 
togruppo ciclico  di  ordine  *- ;  e  lo  stesso  può 

dirsi  di  Gp+,  e  dei  suoi  equivalenti. 

2 

In  particolare,  secondochè  />==+i  (mod  3)  *, 

ossia  secondochè  il  numero o    il   numero 

2 

^  è  divisibile  per  3,  il  sottogruppo  Gp^,  e  i 

suoi  equivalenti  conterranno  ciascuno  un  sottogrup- 
po ciclico  d'ordine  3.  Il  numero    dei   sottogruppi 

cìclici  d'ordine  3   di  G^{p)  è  dunque  ^^—    l,  e, 

poiché  ogni  gruppo  ciclico  d'ordine  3   contiene  2 


*  Lasciamo  da  parte  il  caso  p  =  3,  a   cui   corrisponde 
il  gruppo  tetraedrico,  già  studiato  in  tutti  i  suoi  particolari. 
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sostituzioni  d'ordine  3,  il  numero  delle  sostituzioni 
d'ordine  3   di  GHp)  è  p(j>±  1). 

Consideriamo  il  caso  del  segno  superiore.  Ogni 

sostituzione  di  G*  ,  ha   la  forma  I  _  I  ;  per- 

che  essa  sia  d'ordine  3  dev'essere  #3r=_L-i  (modj>), 
ossia  a)r  +  iséó  (mod^),  che  può  scriversi: 
(ar±i)(^^f+i) 
=  (àr  +  1)  ar  (ar  -\-  arr  -\-  1  )  eee  o  (mod  p). 
Ora  i  fattori  ar,  ar  +  1   non  possono    essere 
^  o,  quindi  : 

ar  -\-  cCr  ==  +  J  (mod  £), 
ossia    2g  =  +i    (mod ^)).  —  Parimenti    nell'altro 

caso,  perchè  la  sostituzione  I         _r  j  di  G^    sia 

d'ordine  3  dev'essere  £3r  =  ipi  (mod^)),  donde 
come  prima  £r-j-£_r=+ 1  (modj>),  ossia  2<t=ee+i 
(mod  j)).  —  Il  risultato,  che  vale  anche  per  la  cor- 
rispondente sostituzione  di  G  (  ,  (v.  art.  108,  in), 
si  estende  immediatamente  a  tutte  le  sostituzioni 
d'ordine  3  di  G  {  },  considerando  che — come  si 
vede  facilmente  —  esse  appartengono  a  sottogruppi 
equivalenti  (d'ordine  3)  di  sottogruppi  equivalenti 

I  d'ordine    »    '       )  ,   e  quindi  (art.  26)  <7    ha  per 

esse  lo  stesso  valore.  —  Questa  relazione  2<7==-f- 1 
(modp)  è  caratteristica  per  le  sostituzioni  di  G  {p) 
d'ordine  3.  Infatti  dalla: 

VlVANTI.  16 
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ar  +  a~r  =  ±  i 
segue,  elevando  al  cubo: 

ossia  : 

^3r-(-  a~3r db  2  =  0, 

od  ancora  : 

0r  +  I  A  2tf3'  =  0, 
donde  : 

tf3r  =  +  i; 
ed  analogamente  si  può  ragionare  per  l'altro  caso. 
Cosi  pure,  secondochè  p  s  +  J  (mod  4),  os- 
sia secondochè o  ^— ^—  è  pari,   G^i    con" 

2  2  ~ 2 

tiene  un  sottogruppo  ciclico  d'ordine  2.  Il  nume- 
ro dei  sottogruppi  ciclici  d'ordine  2  di  G  (  è  dun- 
que -^^  — - ,  e  tale  è  anche  il  numero  delle  sosti- 
tuzioni d'ordine  2.  —  Nel  caso  del  segno  superiore, 
perchè  la  sostituzione  l         _r\  &  &p-i  s^'à  d'or- 

dine  2,  dev'essere  a21'  ss  —  1  (giacché,  se  fosse 
a2r  =  -(-  1 ,  dovrebbe  essere  # r  eeee  tf~r  e==  +  1 ,  sic- 
ché la  sostituzione  considerata  sarebbe  l'identità), 
ossia  ar  -f-  cTr  eee  o,  od  ancora  a  =  o  ;  e  lo  stesso 
nell'altro  caso.  La  relazione  è  caratteristica  per  le 
sostituzioni  d'ordine  2,  giacché  dalla: 

ar  -f-  arf  ss  o 
si  deduce  reciprocamente  a2r  == —  1. 
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113.  Passiamo  alla  costruzione  dei  sottogruppi 
non  ciclici  di  G  {p). 

Anzitutto  consideriamo  il  gruppo  massimo  in 
cui  il  sottogruppo  G  già  studiato  (art.  109)  è 
contenuto  come  sottogruppo  invariante.  Esso,  co- 
me si  è  veduto,  è  d'ordine  ±-^- e    consta    di 

2 

sostituzioni  della  forma  l'i  dove  6   è    arbi- 

trario  ed  a  è  soggetto  alla  sola  condizione  di  non 
essere  e=  o.  Presa  una  tra  esse  per  cui  (i  =  0  e 
a  è  radice  primitiva  di  p,  questa  genera  il  gruppo 
ciclico   Gp_x  (art.   no),   e  insieme  a  questo    sono 

contenuti  in  Gp(^_1}  isuoi^? — 1  equivalenti  S~r  Gp_lSrì 

2  2 

che  sono  tutti  diversi  (giacché,  come  è  facile  veri- 
ficare, Gp_x  ed  5  non  sono   permutabili).  Oltre  a 

2™ 

G  ,  a  questi  p  gruppi  ciclici  d'ordine e  ai 

sottogruppi  in  essi  contenuti,   Gp{p_l)  non  contiene 

2 
altri  sottogruppi  ciclici;  infatti  il  numero  delle  so- 
stituzioni diverse  comprese  nei  gruppi  accennati  è  : 


+(p-i)+p\p~—1-i] 


2 
ossia  è  eguale  al  numero  totale   delle    sostituzioni 

di  Gp(p-D' 
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Il  sottogruppo   Gp(p_1) ,  non  essendo  —  per  la 

2 

sua  stessa  definizione  —  permutabile  che  colle  pro- 
prie sostituzioni,  fa  parte  di  un  sistema  di 

P(P2-i).P(P-i)=p    ,    I 

2  2  F     *" 

sottogruppi  equivalenti  di  G  {  } .  Questi  sottogruppi 
diconsi  emimeta ciclici.       • 

Se  t  è  un  divisore  di  — — ,  dal  sottogruppo 

ciclico  Gp_1    (art.    112)   possiamo    ottenere   come 

testé  un  sottogruppo  non  ciclico  Gp(p_l)  di    G  (  r 

I  sottogruppi  ora  costruiti  sono  i  soli  conte- 
nenti un  sottogruppo  ciclico  d'ordine  p.  Per  di- 
mostrare questo,  basta  far  vedere  che  i  soli  sotto- 
gruppi di   G  (  }  contenenti  G    sono   G/)(/)_I)equal- 

2 
che  suo  sottogruppo. 

Supponiamo  che   sia    G    un    sottogruppo    di 

G  {p)  diverso  da  Gp{p_I)  e  non  contenuto  in  esso, 

2 
e  contenente  G  .  Il  gruppo    G     conterrà  almeno 

i%  9A 

una  sostituzione   Q=[~  Li  in  cui  y  *jk  o,  quindi, 

poiché  5  appartiene    a  G    e    perciò  a  G  ,  appar- 
terrà pure  a   G    la  sostituzione  : 
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e  così  la  sostituzione: 
e  infine  la  sostituzione  : 

V—  1  0/ 

Dunque  G  contiene  5  e  T",  e  perciò  deve 
coincidere  con  G  {    . 

114.  Consideriamo  ora  il  gruppo  delle  sosti- 
tuzioni di  G  (  j  permutabili  con  Gp_1 .   Esso  con- 

sta  delle  sostituzioni  di  Gp^x    ed    inoltre    di    altre 

2 

- sostituzioni  d'ordine  2  :  ed  è  manifesto  che 

2 

le  p  —  1  sostituzioni  formano  un  gruppo  diedrico. 
Di  tali  gruppi  ve  n'hanno  ^-  ~*~  ,  ed  essi  sono 
tutti  equivalenti.  Analogamente,  partendo  da  Gp+, 

P(P—     i)  •  1-        1      •      •  •  1  • 

si  trovano  — — J-    gruppi    diednci    equivalenti 

d'ordine  p  -J-  1 . 

La  ricerca  dei  sottogruppi  contenuti  in  questi 
gruppi  diedrici  non  presenta  alcuna  difficoltà. 

Noi  dobbiamo  fissare  particolarmente  la  no- 
stra attenzione  sui  loro  sottogruppi  trirettangoli. 

Sia  dapprima  p  =  1  (mod  4).  In  questo  ca- 
so il  gruppo  diedrico  G        contiene   l'operazione 
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R  4     che  è  di  ordine  2  ;  inoltre,  il  poligono  a  cui 
si    riduce    il    poliedro    avendo    un    numero    pari 

di  lati,  i  suoi  assi  di  simmetria   sono    due 

2 

a  due  ortogonali,  sicché  abbiamo coppie  di 

4 
assi  di  simmetria  ortogonali  (assi  equatoriali)  for- 
manti ciascuna  una  terna  ortogonale  colPasse  della 
rotazione  R  (asse  polare).  Le  due  rotazioni  di  ampiez- 
za 7u  aventi  per  assi  due  assi  ortogonali  e  la  rotazione 

R  4    formano  dunque,  insieme  all'identità,  un  grup- 

p-i 


pò  trirettangolo,  e  di  tali  gruppi  ne  abbiamo 


4 


Essi  sono  tutti  equivalenti  se  t- è  dispari,  per- 
chè ognuna  delle  coppie  di  assi  testé  considerate 
consta  d'una  mediana  e  d'una  diagonale  del  poli- 
gono, mentre,  se- è  pari,  metà  delle    coppie 

4 
consta  di  due  mediane  e    metà    di    due  diagonali, 

sicché  i  gruppi  trirettangoli  si  dividono  in  due  si- 
stemi di  i—-d —  gruppi  equivalenti, 
o 

Il  sottogruppo   G  _x   appartiene  ad  un  sistema 
di  -P^  ~*~    <  sottogruppi  equivalenti,  quindi  in  tutto 

p  —  ip(pA-i)  .     .  ,. 

si  hanno r  vr    ' — -  sottogruppi  trirettangoli. 

4  2 


di  G  (  j  è         ^ ;  ed    essi    sono    tutti   equiva- 
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Ma  è  evidente  che  ciascuno  di  questi  figura  ripe- 
tuto tre  volte,  perchè  ciascuno  degli  assi  delle  sue 
tre  rotazioni  funziona  a  sua  volta  come  asse  por 
lare.  Quindi  il  numero  dei  sottogruppi  trirettangolì 

24 

lenti  o  si  dividono  in  due  sistemi  di  sottogruppi 
equivalenti  secondochè  p  =  5  o  |)=.i  (mod  8). 

Sia  invece  p  =  —  1  (mod  4).  Con  un  ragio- 
namento del  tutto  analogo  si  trova  che  il  numero 

A   •  •       •  |.         *    P+JP(P—  0 

dei  sottogruppi  trirettangolì  e  — - — ■ — J-^ •  , 

PÌP2—1)  1  -r 

ossia  ancora  -— ,  e  che  essi  formano  uno 

24 
o  due  sistemi  di  sottogruppi  equivalenti    secondo- 
chè p  s  3  o  p <  =  j  (mod  8). 

o-  j         -1  •  ••         -PÌP2  —  1) 

Riassumendo,  si  hanno  in  tutti  1  casi  *-** 

24 

sottogruppi  trirettangolì,  i  quali  formano  uno  o 
due  sistemi  di  sottogruppi  equivalenti  secondochè 
p=±  3  o])-±i  (mod  8). 

Potrebbe  supporsi  che  nel  caso  j)=+ J  (mod  8), 
pur  non  essendo  equivalenti  tra  loro  tutti  i  sotto- 
gruppi trirettangolì  di  G  o  di  G  ,  essi,  consi- 
derati come  sottogruppi  di  G  {p),  sieno  equivalenti. 
Vogliamo  dimostrare  che  ciò  non  è  possibile. 

c  .  .    p(p2  —  1)  .     .  .. 

supposti  1  -±-^ — — -  sottogruppi  trirettangolì 
24 
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tutti  equivalenti,  ciascuno  di    essi  (art.   13)  è  per- 
ù-i           PCP2—1)     PÌP2—1) 
mutabile  con  £-^L :  ±-^ =12  sostitu- 

2  24 

zioni  formanti  un  certo  gruppo  GI2,  di  cui  il 
gruppo  trirettangolo  considerato  G4  è  un  sotto- 
gruppo invariante.  Supponiamo  che  G  sia  uno 
dei  gruppi  trirettangoli  contenuti  nel  gruppo  ci- 
clico   Gfc=fe  ;  le  sostituzioni  di   G    saranno  : 

pi  p^  1 

.      1,    R~,    P,    PR~ 

P  essendo  una  certa  sostituzione  d'ordine  2.  Ora, 
se  p  s  +  1  (mod  8),  posto  : 
ÈZL 

il  gruppo  diedrico  d'ordine  8  : 

1,   F,   Y2,  Y\  P,  PF,  PY\  PY> 
consta  di  sostituzioni  permutabili  con    G4,  quindi 
esso  deve  essere  contenuto  in   GI2,  ciò  che  è  im- 
possibile. 

Si  è  veduto  che  le  sostituzioni  d'ordine  2  di 

G  (  },  sono   ^^      — - ,  e  che  R,  e  quindi  ogni  al- 

j-     v        ....  •    P  T I 

tra  di  tali  sostituzioni,  entra  in  - — ! —  sottogruppi 

4 

trirettangoli.  Osservando  pertanto  che  ogni  gruppo 

trirettangolo  contiene  3  sostituzioni  d'ordine  2,  il 

numero  totale  'dei  gruppi  trirettangoli  risulta  : 

*   IT1  KP±J)  „-,  PiP2-1) 
342  24 
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cioè  eguale  a  quello  già  trovato.  Ne  segue  che 
oltre  i  sottogruppi  trirettangoli  considerati  non  ve 
ne  sono  altri. 

115.  Abbiamo  notato  poc'anzi  che,  quando  i 

p{p2-i)  .      .  .. 

J— —  sottogruppi  trirettangoli  sono  equiva- 
lenti tra  loro  [cioè  quando  p  =  +  3  (mod  8)],  uno 
di  tali  sottogruppi  G  è  permutabile  con  12  so- 
stituzioni ;  il  gruppo  Gl2  formato  da  queste  con- 
tiene G4  come  sottogruppo  invariante.  Sieno  1, 
Xi ,  X2,  X^  le  sostituzioni  di  G  ;  quelle  di  G 
potranno  scriversi  così  : 

11,      *,,      *,J      x„ 
%\  1    Z,  X, ,    %,  X2 1    z,  x, , 
z„    Z2X,    zax2,    z,x,. 

Poiché  G4  è  sottogruppo  invariante  di  GI2 , 
si  conclude  con  un  ragionamento  già  fatto  (art. 
84)  che  Gl2  si  riduce,  a  meno  di  sostituzioni  di 
G4,  ad  un  gruppo  G,  di  ordine  3,  necessariamente 
ciclico.  Indicando  dunque  con  ^  la  congruenza 
a  meno  di  sostituzioni  di   G  ,  avremo  : 

ossia  : 

z\~i    o   z\  =  xiy 

donde  in  ogni  caso  : 

zfWi, 

sicché  GI2  contiene  una  sostituzione  Z\  di  ordine  3. 
Poniamo  : 
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z\  =  zv  z\=zr 

Invece  che  nella  tabella  precedente,  le  sostitu- 
zioni di  Gj,  potranno  disporsi  in  quella  che  se- 
gue : 

J>  ^,J  ^25  X^ 

t.    ZX.    ZJ2,    M, 
Z  ,    Z,  X  .    Z  X  v  Z  X , 

4  '  4        1  '  4       2  "  4        3 

Si  ha  : 
(ZsX)^i,    (ZX)'^i,    (ZX/^Z, 
quindi  : 

(z^y^i   o  (z^.y^z,,, 

donde  in  ogni  caso  : 

[(z;x)7  =  i. 

Ma: 

quindi  : 

Questa  relazione  può  anche  scriversi  un  po' 
diversamente  ;  infatti  Z  X\  ,  elemento  della  terza 
linea  della  tabella,  è  eguale  al  prodotto  di  una 
delle  X,  per  es.  Xl ,  per  Z4 ,  sicché  può  anche  scri- 
versi : 

Dalle  : 

Zjssi,      XJ—T,      (^ZJeeeI 
segue  (art.   104)  che  il  gruppo    GI2  è    sostanzial- 
mente identico  a  G[5],  cioè  che  esso  è  un  gruppo 
tetraedrico. 


IL    GRUPPO    MODULARE    E    I    SUOI    SOTTOGRUPPI. 


Poiché  ogni  gruppo    tetraedrico    contiene  un 
solo  sottogruppo  trirettangolo  invariante,  il  numero 

dei  sottogruppi  tetraedrici   di   G  (p)  è  -±-^- — : 

Essi  sono  tutti  equivalenti,  né  esistono  oltre  ad 
essi  altri  sottogruppi  tetraedrici  (giacché  non  esi- 
stono altri  sottogruppi  trirettangoli). 

li 6.  Se  p=^r  i  (mod  8),  un  gruppo  triret- 
tangolo G   appartiene  ad  un  sistema  di  „ — 

4  48 

sottogruppi  equivalenti,  quindi  è   permutabile  con 

PiP2  —  1)    p(p2  —  0  •    •    •  .1 

— —  :  -£-** — o — —  =24  sostituzioni  ;  il  grup- 
po G,    da  esse  formato  contiene   G    come    sotto- 

A  24  4 

Hi 

gruppo  invariante.  Sieno   1,  Xi  =  i?  4  ,  X  ,  X  le 

sostituzioni  di  G4  ;  è  noto  che  Xi  A2  '==  X  ,  inol- 
tre si  è  osservato  (art.  114)  che  le  sostituzioni 
permutabili  con   G  : 

I?      Y  ,      Y        Y 

&>    fx,'f;z2  =  z3,    yix2=yxx3, 

dove  F  =  X  ~  ==R  8  ,  formano  un  gruppo  die- 
drico  G8  di  cui  G4  é  sottogruppo  invariante.  Poi- 
ché G8  è  sottogruppo  di  G2+,  si  trova  nel  modo 
solito  che  G24  deve  contenere  una  sostituzione  Z 
di  ordine  3  ;  questa,  combinata  con  G  ,  dà  un  sot- 
togruppo tetraedrico  GI2  di  G2  .  Ora  G2  contie- 
ne altri  2    sottogruppi    analoghi    a   G8,  i  quali  si 
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costruirebbero  prendendo,  invece  di   Yi ,   Y2  eee  Z22 

o    Y  =  X  * ,  quindi  contiene  9    sostituzioni  d'or- 
dine 2,  e  cioè  : 
*t,X„X5,  FZ2,  r,X„  72Z,  ?,*,,  FX,,  FX2 

D'altra  parte,  se  Z{{i  =  1,  2,  .  .  .  ,  8)  sono 
le  8  sostituzioni  d'ordine  3  di  G12,  non  tutti  i 
prodotti  Z.  F"1  possono  essere  d'ordine  diverso  da 
2,  giacché,  se  ciò  fosse,  resterebbero  al  più  7  so- 
stituzioni d'ordine  2,  mentre  sappiamo  che  esse 
sono  9.  Indichiamo  con  Zh  P"1  =  W  uno  dei  pro- 
dotti considerati  d'ordine  2,  sicché  : 

dalle  relazioni  : 

Peeei,     flessi,     (^F)J  =  i 
segue  (art.   1 04)  che   G2    coincide  con  Gr , ,  cioè 
è  un  gruppo  ottaedrico. 

I  gruppi  ottaedrici  sono  ^— -,  e  si  di- 
vidono in  due  sistemi  di  sottogruppi  equivalenti; 
oltre  ad  essi  non  esistono  altri  sottogruppi  ottae- 
drici. 

I  sottogruppi  emimetaciclici,  diedrici,  tetrae- 
drici ed  ottaedrici  ora  trovati  non  conducono  a 
sottogruppi  più  ampi,  essendo  permutabili  soltanto 
colle  proprie  sostituzioni. 

117.  Ci  proponiamo  ora  di  ricercare  se  il 
gruppo   G  {p)  contenga  sottogruppi  icosaedrici.  Per- 
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che  ciò    sia   possibile    essendo  p  ^>  5    (per  p  =  5 

Gp{p)  è  lo  stesso  gruppo  icosaedrico),  deve 

essere  multiplo  di  5,  cioè  dev'essere  ^>  ===  +  1 
(mod  io). 

Sia   dapprima  p  ==  1  (mod  io).    Allora    Gp_x 

~~~2 

contiene  4  sostituzioni  d'ordine  5,  e  cioè  H  ==  R  10  , 
#2?  #3,  #4.  Inoltre  può  trovarsi  in  G  (  una  so- 
stituzione Z  d'ordine  2  tale  che  Zi7  sia  d'ordine 
3.  Poniamo  infatti  : 

P—  I 


m;d 


'         io     =  ''; 


avremo  : 

m-(;ì)C';4 -(;*-•  {£)■ 

Se  Z  è  d'ordine  2    e   ZH  d'ordine    3,  sarà 
(art.   112): 

a  +  $ » o,     % ar  -f  ^a~r  ==  1    (mod/>)  *, 
quindi  : 

a  (ar  —  dTr)  ss  1    (mod  />), 
relazione  che    determina    a,    non    potendo    essere 
#r  —  #~r  ss  o  senza  che  la  H  si  riduca  all'identità. 
Si  ha  poi  : 

P  y  =  —  1  -f-  a  8  =  —  1  —  a2    (mod/>), 


*)  È  mutile  scrivere  al  secondo  membro  ±  1,  giacché 
noi  possiamo  fissare  ad  arbitrio  il  segno  di  a. 
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quindi  : 

p  y  (ar  —  crry  ss  —  (V  —  <rr)2  —  *  W  ~  a~J 

ss  _  <y  _  i^y  —  i  =  _  [^  -j-  ir*  —  i]. 

Quest'ultima  espressione  non  può  essere  ss  o, 
giacché,  se  ciò  fosse,  si  avrebbe  : 

a2r -\- a~2r  =  i  (mod^), 
e  quindi  (art.  112)  H2  sarebbe  d'ordine  3.  Dun- 
que la  precedente  relazione  ci  dà,  per  ogni  valore 
arbitrario  di  p  non  divisibile  per  p,  un  corrispon- 
dente valore  di  y,  e  però  possiamo  determinare 
p  —  1   sostituzioni  Z  tali  che  : 

Z2=ei,      (ZH)>=Ì. 

Da  queste  relazioni  e  dalla  Hs  hee  i  segue  (arti- 
colo 104)  che  il  sottogruppo  di  G  (  }  generato 
dalle  H,  Z  coincide  con   G{  , ,  ossia  è  icosaedrico. 

Poiché  Gp_1  contiene  4  sostituzioni   d'ordine 

5,  e  per  ciascuna  di  queste  si  possono  determinare 
p  —  1  sostituzioni  corrispondenti  d'ordine  2,  si  ot- 
tengono 4  (p  —  1  )  sottogruppi  icosaedrici  ;  e,  te- 
nuto   conto    che    Gp_1    fa   parte    d'un    sistema   di 


OOI  l  sottogruppi  equivalenti,  si  conclude  che 
il  numero  totale  dei  sottogruppi  icosaedrici  di  G^(p) 
è  4(i'-0^ti"),  ossia   zptf-i). 

Alla  medesima  conclusione  si  giunge  nel  caso 
di  p  =  —  1  (mod  io). 
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Però  questi  sottograppi  non  sono  tutti  diversi; 
il  numero  dei  sottogruppi  differenti  si  ottiene  di- 
videndo 2p(j)2 — 1)  per  il  numero  delle  coppie 
di  sostituzioni  analoghe  ad  H,  Z  contenute  in  un 
gruppo  icosaedrico.  Vogliamo  determinare  questo 
numero. 

Sia  5  la  nota  sostituzione  modulare,  che,  con- 
siderata come  appartenente  al  gruppo    icosaedrico 


una  so- 


GU]  =  G6o>  è  bordine  5,  e  ^  t *  $) 

stituzione  d'ordine  2  del    gruppo    stesso   tale   che 
ZS  sia  d'ordine  3.  Poiché: 

f  »-(;!)(:  iH'V  '?>?.* 

dev'essere  (art.   112): 

a  -J-  &  ==  o,     a  -)-  y  -j-  S  ==  1   (mod  5)  *  ; 
di  qui  e  dalla  : 

«8  —  S  y  =  1  (mod  5) 
segue  : 

&  =  —  a,     y  ==  i,     p  ==  —  1  —  a2  (mod  5), 
sicché  a  é  arbitrario,  cioè  può  prendere   5    valori 
diversi,    ma,    fissato    a,    sono    determinati    f  e  ^, 
■■  mentre  y  è  sempre  ==  1 . 

Dunque  alla  sostituzione  S  corrispondono  5  so- 
stituzioni Z,  e  lo  stesso  evidentemente  può  dirsi  di 
ognuna  delle  24  sostituzioni  d'ordine  5  contenute 


")  V.  la  nota  precedente. 
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in  G6o.  Pertanto  il  numero  cercato  è  5X24=120, 
e  il  numero   dei    sottogruppi    icosaedrici    differenti 

di  G       è  H£1ZLL) 
^>  60 

Come  -dimostreremo  fra  poco,  G  {p)  non  am- 
mette alcun  sottogruppo  contenente  un  sottogrup- 
po icosaedrico.  Ne  segue  che  un  sottogruppo  ico- 
saedrico  di  G  {p)  è  permutabile  soltanto  colle  pro- 
prie sostituzioni,  e  quindi  appartiene  ad  un  siste- 
ma di: 

Ki>2-0:6or=Kl2-0 
2  120 

•        1  !    ~VS  •    PCP"   —    J) 

sottogruppi  equivalenti.  Dunque  1  . sot- 

togruppi icosaedrici  si  dividono  in  due  sistemi  di 
£-^- sottogruppi  equivalenti,  sistemi  che  per 

brevità  indichiamo  con  A  e  B. 

Poiché  il  numero  dei   sottogruppi   icosaedrici 

di  G  {p)  è  l^£— 1    e    quello    dei    sottogruppi 

tetraedrici  è  i-M- -,  e  poiché    (art.  67)    ogni 

gruppo  icosaedrico  contiene  5  gruppi  tetraedrici, 
il  numero  dei  sottogruppi  icosaedrici  contenenti  un 
medesimo  sottogruppo  tetraedrico  è: 

K12-i).Kj?2-i) 
>'      60      '24 

cioè  2. 
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Ricordando  inoltre  che  i  5  sottogruppi  tetraedri- 
ci d'un  gruppo  icosaedrico   sono  equivalenti,  e  che  i 

1-^- sottogruppi  tetraedrici  di  G  ( p)  sono  tutti 

equivalenti  o  si  scindono  in  due  sistemi  di  sotto- 
gruppi equivalenti  secondochè  p==dl3  o  p==±_i 
(mod  8),  ne   risulta   che    nel   primo    caso   tutti   i 

±-^- sottogruppi  tetraedrici  dovranno  figu- 
rare in  ambi  i  sistemi  A  e  B,  mentre  nel  secondo 

p(p2  —  1)  n  ,    •  A     .    - 

Q figureranno  nel  sistema  A  e  1  rimanenti 

48 

•^^     — -  nel  sistema  B.  Quindi  i  due  sottogruppi 

icosaedrici  in  cui  è  contenuto  un  medesimo  sotto- 
gruppo tetraedrico  non  sono  equivalenti  se  ^=+3, 
lo  sono  invece  se  p  ==  +  1  (mod  8). 

118.  Dimostreremo  ora  che  G  {)  non  am- 
mette altri  sottogruppi  oltre  quelli  trovati. 

Poiché  i  sottogruppi  contenenti  un  gruppo 
ciclico  d'ordine  p  furono  già  completamente  deter- 
minati (art.  113),  possiamo  limitarci  a  considerare 
un  sottogruppo  G  non  contenente  alcun  sotto- 
gruppo ciclico  d'ordine  p,    sicché    q    dovrà   essere 

un  divisore  di .  Si  è  veduto  che  i  soli  sot- 

2 

togruppi  ciclici  d'ordine  diverso  da  p  sono  quelli 
il  cui  ordine    è  ^   '       o  un  divisore  d'uno  di  que- 

VlVANTI.  17 
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sti  due  numeri.  Se  quindi  si  denota  con  GTl  un 
sottogruppo  ciclico  di  Gq  avente  la  proprietà,  che 
non  esiste  alcun  altro  sottogruppo  ciclico  di  G  il 

quale  lo  contenga,  r    sarà   un  divisore    di  - 

o  di  — *—  e  Gr,  sarà  il  massimo  sottogruppo  co- 
mune a  G  e  a  Gp^1 .  Le  sostituzioni  di  GTl  permuta- 
bili  con  GpsFI  sono,  come  si  è  trovato,  quelle  del  grup- 

po  stesso,  e  inoltre  -    '       sostituzioni  d'ordine  due, 

che  si  ottengono  moltiplicando  una  di  esse  per  le  so- 
stituzioni di  Gp^  , .  A  seconda  quindi  che  G  con- 
tiene o  no  una  di  tali  sostituzioni,  la  quale  sia  per- 
mutabile con  Gfj ,  le  sostituzioni  di  G  permutabili 
con  Grj  saranno  2  ri  oppure  rx .  In  generale  indi- 
chiamo con  fr  ri  il  numero  di  tali  sostituzioni,  po- 
tendo tt    avere  i  valori   1  e  2;   G,t  appartiene  ad 

un  sistema  di  — —  sottogruppi  equivalenti,  i  quali, 

presi  insieme,  contengono,  oltre  l'identità,  ^-J — 

sostituzioni  diverse. 

Se  oltre  a  queste  G  contiene  altre  sostitu- 
zioni, cerchiamo  nell'insieme  di  queste  (a  cui  ag- 
giungeremo l'identità)  un  sottogruppo  Gr2  analogo 
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a  GYi ,  e  così  continuiamo  sino   ad    aver    esaurite 
le  sostituzioni  di  Gq .  Avremo  così  scomposto  G 
in  più  sistemi  di  sottogruppi  equivalenti  rispettiva- 
mente a  Gr, ,  Gr2 ,  . . .  ,  Ga ,  e  potremo  concludere: 
■-  (r{  —  i)q 


+  1 


g:  r , 


ossia 

10 


I 


7  i   f  i 

Un'altra  relazione,  affatto  evidente,  è  : 

(2)  tf.^**ri  (i=i,  2,  ...,X), 

giacché,  se  G  deve  contenere  g.  r{  sostituzioni  per- 
mutabili con  Grn  il  suo  ordine  non  può  essere 
inferiore  a  cr  ri . 

Finalmente  una  terza  relazione  si  ottiene  come 
segue.  Sieno  Grh ,  Grk  d'ordine  dispari,  e  denotia- 
mo con  Xh ,  Xk  le  loro  sostituzioni  generatrici.  I 
sottogruppi  : 

XkS  GrhXsk         (s  =  o,   1,  ...  ,  rk—  I) 

sono  tutti  diversi  tra  loro;  infatti  GY]ì  è  permuta- 
bile, oltre  che  colle  proprie  sostituzioni,  soltanto 
con  altre  sostituzioni  d'ordine  pari,  e  tale  non  può 
essere  Xi9  che  appartiene  ad  un  gruppo  Gn  d'or- 
dine dispari.  Parimenti  sono  tutti  diversi  i  sot- 
togruppi : 

Xl$  &rkXh        fr  =  o,   1,  •  •  •  ,  rh  —  1); 
ed  è  superfluo  osservare  anche  che  essi  non  posso- 


260        IL   GRUPPO    MODULARE   E   I   SUOI   SOTTOGRUPPI. 

no  avere  elementi  comuni  coi  precedenti.  Ora  i 
primi  sottogruppi  contengono  in  tutto,  oltre  l'iden- 
tità, rk(rh —  i)  sostituzioni,  e  i  secondi  ne  con- 
tengono rh  (rk  —  i  )  ;  quindi  si  ha,  per  ogni  coppia 
di  numeri  rb,  rk  ambiane  dispari: 

q  X  i  +  * k  0 1  —  i  )  +  rh  (fi  —  i  ), 
ossia  : 

0)  q^2rhrk  —  rh  —  rk  +  1' 

119.  Lo  studio  delle  relazioni    (1),    (2),   (3) 
dell'art,  prec.  ci  condurrà  al  risultato  voluto. 

Anzitutto,  siccome  i  coefficienti  <j.    hanno    il 
valore   1   o  2,  si  ha: 
r  •  —  1 

quindi,  dovendo  il  denominatore  del  secondo  mem- 
bro della  (1)  essere  positivo,  si  ha  ^^3,  ossia 
X==j,  2,  3.  Distinguiamo  i  tre  casi. 

Sia  dapprima  X==%  Le  (1),  (2)  divengono: 

1                         ff,ri  \ 

q  — — l_ì — —       ffXfff., 

7  r  —  1       »,  r,  —  f ,  4-  1  — 

1 ! — -  l   l         '    ' 

?•  r 

donde  segue: 

ossia  : 

(<rx  —  i)rr  ^o, 
quindi  <j§ — 1^0,  e  per  conseguenza  g=i,  0r=*Y« 
Sia  ora  1  =  2.  La  (1)  diviene: 
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9  = 


ri  —  1       r2  —  1 

Per  gi  =  <j2  ==  2  si  ha  : 

1  2  r  r 

I  S= = L_L.  <2r=ffTfl, 


2f,  2r2 

che  è  in  contraddizione  colla  (2). 
Per  <tt  =  2,  *2  =  1   si  ha  : 
1^  _  2 

r,  —  1      r.  —  i~'i        2 


1 


+^ — 1 


donde  segue  che  dev'essere: 

Poiché  ff>Ij  dev'essere  r2<4,  quindi  r2=2 

0  r2  =  3.   Se  r2  =  2,  r   può  essere  qualunque,   e 
risulta  q  =  2rx.   Se  r2  =  3,  risulta  necessariamente 

1  =  2,  indi  q  =  12. 

In  ambi  i  casi  la  (2)  è  soddisfatta.  Quanto 
alla  (3),  non  v'ha  luogo  di  applicarla,  essendo  u- 
na  delle  r  pari. 

►        Infine  per  ai  =  a2=z  1   si  ha  : 
= 1 =  1 

f.  —  1       f-  —  1         1      ,     1 


1 1 ? 1 i 


donde 
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relazione  che  non  può  sussistere,  essendo  r  \2, 

Sia  finalmente  1  =  3,  e  quindi: 

1 
^  — . 

f    —  j  f    —  j  r    —  j 


***,        <V"2        *y*3 

Per  <7,  =  er  =  <7  =2  si  ha: 

1         2         > 

1 

f    —  j  r    —  j  r    —  ! 

I - ? 


2rì  2r2  2r 

2 


+  _^  +  — -1 
r.         r.     '     r 


ossia 


1  1  1  .2 

TT  +  TT  +  TT^+T' 

che  coincide  colla  (2)  dell'art.  37.  Le  soluzioni  di 
essa  sono,  come  si  è  ivi  trovato  : 

rx  =  2,     r2  =  2,     r    qualunque,  f  =  2r,; 

r]  =  2,     r2=5=$     rr==J,  q=i2; 

rx=2,    r2  =  3,     ^3  =  45  ^  =  24; 

rI;==*,    f^=3,    r3  =  5,  ?  =  6o. 

È  facile  verificare  che  la  (2)   è    sempre   sod- 
disfatta. Invece  la  (3)  non  è  soddisfatta  per  h=2, 
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k  =  3  e  per  la  2a  soluzione;  quindi  questa  è    da 
escludersi. 

Per  <ji  =  g2  =  2,  <x,  =  1  si  ha  : 

1 

^  ~  r  ,  —  1       r,  "—  j       r ,  —  1 

1  — 


2rr  2r  f, 

1 


2r  2r  f 


ma: 

1      .      1      ,      1  .1.1.1 

2r'2f'f,  —    4  4      '      2 

I  2  >  II 

quindi  g  risulterebbe  infinito  o  negativo. 

Per  g  =2,  e:  =  a  =  i  si  ha  : 

1  ^2         ^ 

1 


r  —  1       r2  —  1       r  5  —  i 
2.r.  r  f. 


ir.    '     r  r,  2 


ma: 

2f'f       l     r,  2    —    4*2-2  2 

1  2  ì  ' 

sicché  risulterebbe  q  <C°- 

Infine  per  <r  =±  a  —  a   —  i   si  ha  : 
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rl  r2  f. 

I 


III 

2 

r        1       f         1      Y 


ma: 


2Z- 2  — <  o, 

r     1    r     1    r  —  2  2    ^ 

quindi  </  risulterebbe  negativo. 

Riassumendo,  le  soluzioni  del  sistema   consi- 
derato sono  le  seguenti: 

a)  a  =  1  ;  9t  =  1  ;  r|  qualunque;  q  =  rj. 

b)  Ar=2;  ^—i,  <y2=i  ;  f,  qualunque,  f3=i; 
^  =  2ft. 

e)  a=2;  (7i=2,  a2=i;  r=2,  r=s;  q=i2. 

d)  a  =  3;  <ii  ==  a2  ==  c3  =  2;  f,  a=  2,  ra  ==  2, 
f    qualunque  ;  q  =  2r  . 

0  *  =  3;  *,  =  **  ==*i  =  2'  ri  =  2>  f2  =  3, 

r3r=4;    2  =  24. 

/)  *'— 35  <7r  =  <i2  =  (73=2;  i^faà,  r2=3, 

r3  =  s  ;  q  = 6o- 

120.  Vediamo  il  significato  di  queste  soluzioni. 
La  #)  rappresenta  evidentemente   dei   gruppi 
ciclici. 

Le  b),  d)  rappresentano   dei   gruppi   diedrici, 

la  prima  per  -*-  dispari,  la  seconda  per  —  pari. 
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Infatti  nel  primo  caso  i  sottogruppi  di  2°  ordine 
sono  tutti  equivalenti,  e  sono  permutabili  ciascuno 
soltanto  colle  proprie  sostituzioni  (<r2  =  i);  nel  se- 
condo si  scindono  in  due  sistemi  di  sottogruppi 
equivalenti,  e  ciascuno  è  permutabile,  oltreché  colle 
proprie  sostituzioni,  con  altre  due  («ra  =  2,  a  ==  2), 
cioè,  passando  alle  rotazioni,  con  quella  di  ordine 
2  intorno  all'asse  polare,  e  con  quella  di  ordine  2 
intorno  all'asse  equatoriale  perpendicolare  al  pro- 
prio asse. 

La  e)  rappresenta  un  gruppo  tetraedrico.  In- 
fatti il  gruppo  definito  dalla  e)  contiene  un  sotto- 
gruppo di  ordine  3  permutabile  solo  colle  proprie 
sostituzioni  (r,  =  3,  G2Z=  ^  quindi  facente  parte 
d'un  sistema  di  —  =4  sottogruppi  equivalenti.  Que- 
sti sottogruppi  contengono  in  tutto  8  sostituzioni 
di  ordine  3  ;  le  3  che  rimangono  oltre  l'identità 
sono  d'ordine  2  (r  =  2)  e  permutabili  tra  loro 
(<ii  =  2),  e  formano  quindi  coll'identità  un  grup- 
po trirettangolo,  il  quale,  essendo  unico,  è  neces- 
sariamente invariante.  Ne  segue  (cfr.  art.  115)  che 
il  gruppo  considerato  è  tetraedrico. 

La  e)  rappresenta   un   gruppo    ottaedrico.    Il 

gruppo  da  essa  definito  contiene  anzitutto  — —  =  3 

sottogruppi  ciclici  di  ordine  4  equivalenti  G  ,  G' , 
G".  Se  7,  F,  Y"  sono  le  loro  sostituzioni  gene- 
ratrici, sarà  : 
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Y-'G'Y=G' 

4                        4  ' 

Y-'G'J=G:, 

oppure  : 

Y-lG[Y=G% 

y-giy=g:, 

quindi  in  tutti  i  casi  : 

Y~>G'T=G\, 

Y-*G"Y*=G", 

e  perciò,  tenuto  conto  che  la  trasformata  d'una 
sostituzione  è  dello  stesso  ordine  della  sostituzione 
primitiva  : 

y—  2  y/2  yi  y'2  y—2  yi  y2  V"2 

Analogamente  sarà: 

y—2  yt>2  yn  y>2 

Il  gruppo  pertanto  contiene  3  sostituzioni  di 
ordine  2  permutabili  fra  loro,  cioè  P,  F'2,  Y"2; 
queste,  insieme  all'identità,  formano  un  sottogrup- 
po trirettangolo.  Di  più,  siccome  i  sottogruppi  G4 , 
G\ ,  G"  formano  un  sistema  completo  di  sottogrup- 
pi equivalenti,  le  Y\  Y'\  Y"2  sono  equivalenti  sol- 
tanto fra  loro,  e  però  il  sottogruppo  trirettangolo 
a  cui  esse  appartengono  è  invariante.  Di  qui  si 
deduce  (cfr.  art.  116)  che  il  gruppo  considerato  è 
ottaedrico. 

Finalmente  la  /)  rappresenta  un  gruppo  ico- 
saedrico. 

Il    gruppo     G6o    definito    dalla   j  )    contiene 

-JL-=I  s  G   equivalenti  (a  =2,  r  =2),  -^—=10  G, 

equivalenti  (c2  =  2,  r 2  =  3),  — —  ==  6  G^  equiva- 

3    3 
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lenti  (<r  =  2,  t  =  5).  Sieno  X1 ,  Z2 ,  .  .  .  ,  JL 
le  15  sostituzioni  di  ordine  2,  e  sia  F  una  sosti- 
tuzione di  ordine  3.  Consideriamo  uno  dei  pro- 
dotti Xi  F,  e  supponiamo  dapprima  che  esso 
rappresenti  una  sostituzione  d'ordine  2.  Posto 
K.  Y=Xh,  da  cui  F^Xr'^^X.Z,,  le  tre 
relazioni  : 

mostrano  che  (art.  104)  le  Xn  Xh,  o,  ciò  che 
è  lo  stesso,  le  Xi ,  F,  generano  un  gruppo  die- 
drico  G6  d'ordine  6.  Ora,  essendo  <72  =  2,  ogni 
sottogruppo  G  è  contenuto  come  sottogruppo  in- 
variante in  un  sottogruppo  diedrico  G6  di  G6o ,  e 
però  Géo  contiene  io  sottogruppi  diedrici  d'ordi- 
ne 6;  questi  sottogruppi  contengono  complessiva- 
mente 20  sostituzioni  d'ordine  3,  e  poiché  nel 
gruppo  G6o  vi  sono  appunto  20  sostituzioni  d'or- 
dine 3,  può  concludersi  che  ognuna  di  tali  sosti- 
tuzioni figura  in  un  solo  G6 .  D'altra  parte  ogni 
G6  contiene  3  sostituzioni  d'ordine  2,  quindi  per 
ogni  sostituzione  F  d'ordine  3  vi  sono  3  prodotti 
X.  Y  d'ordine  2. 

Sia  invece  X.  Y  d'ordine  3  ;  essendo  allora  : 

r«»i,  x:^i,  (^17  =  1, 

le  F,  X.  generano  (art.  104)  un  gruppo  tetrae- 
drico. Poiché  ogni  G2  è  permutabile  con  altre  2 
sostituzioni  di  ordine  2  (jr  =  2),  i  15  G2  si  di- 
videranno in  5    terne   le    sostituzioni    di    ciascuna 
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delle  quali  saranno  tra  loro  permutabili,  sicché  si 
avranno  5  gruppi  trirettangoli,  e  conseguentemente 
5  gruppi  tetraedrici.  Questi  contengono  in  tutto 
40  sostituzioni  d'ordine  3,  e  quindi,  poiché  le  so- 
stituzioni di  questo  ordine  sono  20,  ciascuna  di 
esse  figurerà  in  due  gruppi  tetraedrici.  D'altra  parte 
ogni  gruppo  tetraedrico  contiene  3  operazioni  d'or- 
dine 2  ;  quindi  per  ogni  sostituzione  Y  d'ordine  3 
vi  sono  6  prodotti  Xi  Y  d'ordine  3. 

Necessariamente  i  rimanenti  6  prodotti  Xi  Y 
saranno  d'ordine  5.  Indicando  con  Z  uno  di  tali 
prodotti,  sicché  Z=XT,  Y  =  X~l Z  =  X. Z,  se- 
gue dalle  relazioni: 

Z>  =  i,     X]=i,     (XZ)3eeei, 
che  le  Z,  Xi ,  ossia  le  X{ ,   F,  generano  un  grup- 
po icosaedrico. 

Dunque  il  nostro  G6o  contiene  un  sottogrup- 
po icosaedrico.  Ma  poiché  esso  è  d'ordine  60,  de- 
ve essere  esso  stesso  icosaedrico. 

Si  può  concludere  pertanto  che,  oltre  i  sotto- 
gruppi emimetaciclici,  diedrici,  tetraedrici,  ottaedrici 
ed  icosaedrici,  non  ne  esistono  altri. 

E  poiché  nessuno  dei  sottogruppi  trovati  è  in- 
variante, si  può  anche  concludere  che,  nel  caso  in 
cui  p  è  un  numero  primo,  G  (  }  e  un  gruppo  sem- 
plice. 


PARTE  SECONDA. 

LE  FUNZIONI  E  LE  EQUAZIONI 
POLIEDRICHE  E  MODULARI. 


Forme  e  funzioni  poliedriche  e  modulari. 

121.  Una  forma  algebrica  binaria  si  dice  in- 
variante rispetto  ad  una  sostituzione  lineare  omo- 
genea, se  per  effetto  di  quella  sostituzione  non 
varia  o  varia  soltanto  per  un  fattore  costante  ;  nel 
primo  di  questi  due  casi  si  dice  anzi  assolutamente 
invariante.  Una  forma  dicesi  invariante  rispetto  ad 
un  gruppo  di  sostituzioni  lineari  omogenee,  se  lo 
è  rispetto  a  tutte  le  sostituzioni  del  gruppo. 

Evidentemente  una  forma  e  invariante  rispetto 
ad  una  sostituzione  sempre  e  soltanto  se  le  sue  ra- 
dici per  effetto  di  questa  restano  immutate  o  si  scam- 
biano fra  loro.  Ne  segue  che  una  forma  e  inva- 
riante rispetto  ad  un  gruppo  finito  di  sostituzioni 
omogenee  G'2n  sempre  e  soltanto  se  ha  per  radici  uno 
o  più  sistemi  di  punti  omologhi  rispetto  al  corri- 
spondente gruppo  di  sostituzioni  non  omogenee  Gn. 

Diconsi  forme  invarianti  fondamentali  relative 
ad  un  gruppo  omogeneo   G'2n  o  al  corrispondente 
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gruppo  non  omogeneo  Gn  quelle  le  cui  radici  co- 
stituiscono un  unico  sistema  di  punti  omologhi. 
Ogni  forma  invariante  è  un  prodotto  di  forme 
fondamentali,  e  le  forme  fondamentali  sono  di 
grado  n  (art.  80).  Tra  esse  ve  ne  sono  due  per 
i  gruppi  ciclici,  tre  per  i  gruppi  poliedrici,  che  sono 

potenze  v. -esime  di  forme  di  grado  — ;  esse  so- 
no quelle  le  cui  radici  sono  nodi  della  rete,  e  si 
distinguono  col  nome  di  forme  fondamentali  sem- 
plici. 

Per  costruire  per  ciascun  gruppo  finito  il  tipo 
più  generale  delle  forme  fondamentali,  noi  ci  var- 
remo dell'osservazione  seguente.  Una  forma  fon- 
damentale è  pienamente  determinata  quando  è  data 
una  sua  radice,  quindi  l'espressione  più  generale 
d'una  forma  fondamentale  deve  contenere  un  solo 
parametro  indeterminato.  Ciò  premesso,  noi  co- 
struiremo per  ogni  gruppo  le  forme  fondamentali 
semplici,  e  col  mezzo  di  queste  cercheremo  di  ot- 
tenere una  forma  invariante  di  grado  n  in  cui  fi- 
guri un  parametro  arbitrario;  questa  sarei  la  più 
generale  forma  fondamentale  relativa  al  gruppo 
considerato. 

122.  L'applicazione  delle  cose  dette  ai  gruppi 
ciclici  è  semplicissima. 

In  questo  caso  abbiamo  due  sistemi  di  nodi 
costituiti  ciascuno  da  un  solo    nodo    w-plo;  i  due 
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nodi  stanno,  l'uno  nell'origine,    l'altro    all'infinito, 

sicché,    designando  con  fc ,  ^2)  il  punto  -^-,  essi 

sono  rappresentati    da    (i,  o),    (o,   i).    Quindi  le 
due  forme  semplici  sono  : 

Indichiamo  con  <t>; ,  F\  le  stesse  forme  ^ì ,  Fj 
in  cui  in  luogo  di  ^ ,  ^  sia  scritto  ^j ,  ^ ,  sicché  : 

<i.;  =  f;  =  c,"  K  =  f':  =  C- 

»         Applicando  le  sostituzioni  (art.  71)  : 
hizi  hlli 

(!=^(,5      l2  =  e     n  K.2       (h  =  o,i,...,2n—i) 
del  gruppo  ciclico  omogeneo,  troviamo  : 
q>'  =  F;  =  (—  i)*£  =  (—  i)fc<t>   =  (— i^F", 

*;  =  f;-  -  (-  *)*£  -  (-  i)fco>;  -  (-  i)fc f\  . 

Posto  quindi  : 

co  f=\f:+\f:, 

si  avrà,  qualunque  sia  -~  : 

f  =  (-i)»F. 

Dunque  la  (1),  che  è  una  forma  invariante 
contenente  un  parametro,  rappresenta  la  più  gene- 
rale forma  fondamentale  pel  gruppo  ciclico  consi- 
derato. 

123.  Riguardo  ai  gruppi  poliedrici  devono 
farsi  alcune  considerazioni. 

Dato  un  gruppo  poliedrico,  i  nodi  della  rete 
relativa  si  scindono  in  3  sistemi    di  punti  omolo 

VlVANTI.  l8 
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ghi,  e  corrispondentemente  si  possono  costruire  3 
forme   semplici   F\' ,  Fv22 ,  frV,  dove    Fi ,  F, ,  F 

fi  fi  TI 

denotano  forme    dei   gradi  — ,  — -,  — .  Se,  co- 

V  V  V 

1       .  2  3 

me  avviene  effettivamente  in  tutti  i  casi  che  con- 
sidereremo, il  fattore  di  cui  quelle  3  forme  semplici 
variano  per  ogni  singola  sostituzione  del  gruppo 
è  lo  stesso  per  tutte  le  3  forme,  l'espressione  : 

sarà  una  forma  invariante  fondamentale,  qualun- 
que sieno  i  valori  di  X^  X2 ,  X  .  D'altra  parte  noi 
sappiamo  che  la  più  generale  forma  fondamentale 
non  contiene  che  un  solo  parametro;  ne  segue 
che  le  F\l ,  Fv22,  F\>  non  possono  essere  linear- 
mente indipendenti,  ossia  che  tra  esse  deve  aver 
luogo  una  relazione  lineare  omogenea  a  coefficienti 
costanti  : 

0)         r-.FI'  +  ^  +  tv^o. 

Supposta  verificata  questa  relazione,  la  F  si 
riduce  a  : 

F  =  y  K\  Y-,-\  tO  F,  +  (\  ES  -  *,  fy  FJ 

che  dipende  da  un  solo  parametro. 

Noi  costruiremo  per  ciascun  gruppo  poliedrico 
le  forme  Ft,  Fa,  F3  e  la  relazione  (1).  —  Trove- 
remo che  in  tutti  i  casi  una  delle  tre  forme  è  il 
determinante  funzionale  delle  altre  due. 
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124.  I  nodi  della  rete  diedrica  (n  —  2  tri)  so- 
no :  gli  m  vertici  del  poligono  equatoriale,  gli  m 
punti  di  mezzo  degli  archi  che  uniscono  i  vertici 
successivi,  e  i  due  poli.  Poiché  uno  dei  vertici  del 
poligono  cade  nel  punto  ^  =  1 ,  e  gli  altri  insieme 
ad  esso  dividono  l'equatore  in  m  parti  eguali,  i 
valori  di  ^  corrispondenti  saranno  le  radici  dell'e- 
quazione binomia  : 

f  —  1  =  o. 

Il  secondo  insieme  di  punti  divide  pure  in  m 

■ni 

parti  eguali  l'equatore,  ed  uno  dei  punti  è  j(  =  em , 
quindi  i  valori  di  ^  corrispondenti  sono  le  radici 
della  equazione  : 

/    Tri»' 
m  I      "'     I  mi 

l   —\e    }    =  ^  +  1  =  o. . 
In  coordinate  omogenee  le  due  equazioni  di- 

C-C  =  <\  C  +  C  =  °; 

inoltre  quella  le  cui  radici  sono  i  due  poli  della 
sfera  è: 

Quindi  le  3  forme  cercate  sono: 

Vediamo  come  variano  queste  forme  per  le 
sostituzioni  del  gruppo  diedrico  (art.  71): 

h"KÌ  hTti  \ 


imi 


V)     t,— *«    *,j    ^ 
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Per  le  a)  si  ha  : 

f;  =  |(C  +  CO  =  t(-0'(C  -O=(-0'f, 

quindi  : 

f;  =  f%   f;2  =  f>,   f;*»  =  f™; 

per  le  &): 

f;=kc-o 
f;=kc+o 

f;  =  ?u;  =  -^^  =  -f5, 

quindi  : 

F;2=(_irF;?  F;=(-iyFi,  f;=(-iTf; 

Le  forme  4>x ,  <t>2,  <1>3  variano  dunque  di 
uno  stesso  fattore  per  ogni  singola  sostituzione 
del  gruppo,  e  il  tipo  generale  delle  forme  fonda- 
mentali è  : 

= >,(£=£  y+  \(^~-)2 + i,  &  o"  • 

La  relazione  (1)  dell'art.  123  diviene  nel  caso 
nostro  : 

,i(£=S)+,,(«4sy+P,(«y'=o. 

Sviluppando  si  ha  : 
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4      *" 

donde  : 

£  +  Pi 
4 
e  quindi  : 


H-^+*)z 


f*i-H*a> 


^,—    f*l        I        „        _ 


-  +  f^3 


sicché  la  relazione  cercata  è  : 

Possiamo  verificare  che  F  è,  a  meno  d'un 
fattore  costante,  il  determinante  funzionale  di  F2 , 
F  .  Indicando  infatti  con  /(<p,  ^)  il  determinante 
funzionale  o  jacobiano  delle  due  funzioni  di  due 
variabili  o,  $,  si  ha  : 

w    _  T    m  .4. 


7CF.v^)  = 


£ 


£ 


2       '  2 

125.  I  nodi  della  rete  tetraedrica  sono  i  6 
punti  di  mezzo  degli  spigoli,  i  4  centri  delle  facce 
e  i  4  vertici  del  tetraedro  sferico.  I  primi  sono  i 
punti  d'intersezione  dei  tre  assi  coordinati  colla 
sfera  di  raggio   1 ,  cioè  i  punti  : 

quindi  la  forma  relativa  è  : 

£  ==  &  —  O  fc  +  O  (t,  —  *  Ì)  il  +  '  O  *.  *2 

Noi  la  indicheremo  con  t. 
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I  punti  del  secondo  e  del  terzo  insieme  for- 
mano complessivamente  i  vertici  del  cubo  già  più 
volte  considerato  in  relazione  al  tetraedro.  Le  coor- 
dinate di  tali  vertici  hanno  tutte  (art.  63)  il  va- 
lore assoluto  — ,  e  si  ottengono  prendendo  tutte 
V  3  ' 


le  possibili  combinazioni  di  segni.  È  facile  poi  ve- 

dere che,  secondo  la  disposizione 

:  da  noi  preceden- 

temente  adottata    (v. 

%■  5),  i   ( 

:entri    delle    facce 

(ossia  i  vertici 

del  tetraedro  poh 

ire)  sono: 

*(- 

"É' 

iV  ~ 

-1 

,{- 

1 

I 

h\ 

w 

w 

c( 

w 

~\'V 

& 

,( 

w 

'  I 

# 

i  vertici  : 

< 

k' 

w 

è 

»( 

I 

Vi' 

~h  " 

~w 

c(- 

"é.; 

k\  " 

~w 

?(. 

# 

~k 

mi 
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I  valori  corrispondenti  di    X.   s*   trovano   me- 
diante le  formole  (2)  dell'art.  60.  Si  ottiene  così, 
à,    s   potendo    prendere    indipendentemente   Timo 
dall'altro  i  valori  -J-  1   e  —  1  : 
Per  i  centri  delle  facce  : 


\f3  + 
Per  i  vertici  : 

k  1  4- ti 


Le  forme  F2 ,  F,  che  si  annullano  in   questi 
punti  sono  : 

Noi  le  indicheremo  rispettivamente  con  o,  ty. 
Riassumendo,  dunque,  le   tre  forme   semplici 
sono: 

Interessa  avere  anche  le  espressioni  di  queste 
forme  per  mezzo  delle  variabili  %x ,  32  legate  dalla 

relazione  — l-  =  &  alla    variabile  %   usata   alla  fine 

dell'art.  63.  Per  la  prima    delle    (5)    di  quell'arti- 
colo può  porsi: 

i+i 

~^  =  -7rz^    **  =  *>'> 

V2 
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mediante  queste  forinole  si  trova  : 

alle  quali  forinole  si  possono  sostituire  le  altre: 

1/2 
4>  =  z\  -f-  2  ^3  *J  2*  —  irj  '==  —  <?, 
V  —  a?J  —  2  ^3  ij  «J  —  *J  =  —  f. 
Le  sostituzioni  del  gruppo  tetraedrico  sono: 
Le  sostituzioni  del  sottogruppo  trirettangolo, 
cioè: 

Quelle  che  si   ottengono    da   esse   combinan- 
dole colla  sostituzione: 

I  dove  a  =     ~*~    ,  (i  = J ,  o  col   suo    qua- 
drato. 

Per  le  sostituzioni  a)  si  ha  : 

K.i  —  d)     K.i  K.2  —  ^1  ^2  5     ^2  ~  \  ? 
quindi  : 
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Per  le  F)  si  ha  : 

K.i     ==  \2  ?        'Ci  ^2  ==  -Ci  %2  1        ^2    'Ci  > 

quindi  : 

Per  la  e)  si  ha  : 

C  +  V  =  -i^  +  3iX-i& 

quindi  : 

f  =  *:  <  Ctf  -  <♦)  =.*.  i  fé  - «a = *> 

V=c—2if}Cg-ké 

Pertanto  si  ha  in  tutti  i  casi  : 

t"  =  t\  _9"  =  ?',    *"=*'. 
Dopo  ciò  il  tipo  generale  delle  forme  fonda- 
mentali pel  gruppo  tetraedrico  è  : 

La  solita    relazione    lineare    diviene  nel  caso 
attuale  : 
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Per  determinarne  i  coefficienti,  basta  sviluppare 
i  vari  termini  del  primo  membro  ed  eguagliare  a 
zero  i  coefficienti  di  due  termini  dello  sviluppo. 
Si  ha  : 

MfcftJ — )  +  i\(c  +  ^y3<\:  +  '-') 

quindi  : 

f*a  +  FS  =  °>    ft  +  6  *  173  (fc  —  tS)  =  °  » 

da  cui  : 

La  relazione  cercata  è  dunque  : 

essa    diviene,    nel    secondo    sistema    di    coordinate 
usato  : 

12  yjt2  —  <i>3  +  w5  =  0. 

Verifichiamo  che  t  è  il  determinante  funzio- 
nale di  <p,  *|/.  Si  ha  infatti  : 

43  +  4M73  *,£         4'*'?£*a  +  4K.Ì 

4^  —  4^31X2     —4^3^11  +  411 
=  —  32Ìy3t. 
Può  anche    osservarsi    che    la  ty  è   l'hessiano 
della  <p.  Infatti  : 


/(*,*)= 


ff<?)= 


i2^+4»Y3t; 


*vH*. 


48i|/3-|/. 


8*VT^^    4*^+13^ 
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126.  I  nodi  della  rete  ottaedrica  sono  i  12 
punti  di  mezzo  degli  spigoli,  gli  8  centri  delle  fac- 
ce e  i  6  vertici.  Questi  ultimi  sono  le  radici  di  t, 
e  gli  8  centri  delle  facce  sono  i  vertici  dei  due 
tetraedri  polari  ;  quindi  si  ha  : 

F3  =  t,     F2  =  <?<b  =  W, 
W  denotando  il  prodotto    9^.  I    punti   di  mezzo 
degli  spigoli  hanno  una  coordinata  nulla  e  le  altre 

due  di  valore  i  -7= ,  sicché  le  loro  coordinate  so- 
l/2 

no  le  seguenti,  dove  si  è  posto    — ==  =  p  : 

(o,   h   p)?   (o>   P;  —  ?),  (°>  —  P>  —  ?)>    (°>  —  P>   P)> 
(p>  o,  p),  (p,  o,  —  0),  (-  p,  o,   —  p),   (—  p,  o,  p), 

ih  h  °)>  CPj  -  P>  °)>  (—  P;  —  P>  °)>   (—  P»  P'  °)- 
I  valori  corrispondenti  di  ^  sono,  à  ed  z  de- 
notando due  quantità  che  possono  prendere,  indi- 
pendentemente l'uria  dall'altra,  i  valori  -f-  1   e  —  I: 
Sia  ho  ^  .       .. 

La  forma  di  cui  questi  valori  sono  radici,  e 
che  indicheremo  con  y,  è: 

=  ^-33^+-33^  +  ^2  =  7., 
sicché  si  ha,  riassumendo  : 
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F>  =  1  =  C  -  331?X-  53?Al  +  C, 

F-=t  =  ltlM-&- 
La  W:  è  l'hessiano  della  t,  e  la  £  è  il  jaco- 
biano  di  t,  W.  Infatti  : 

20  $Z,       Jfò—  £) 

5  (ti  —  ti)     —  20^,ti 


//(/)  = 


=  -25^, 


/(',  »0  = 


jtfti  — ti      #—;*,£ 


ti  +  s^:ti    Jéti^  +  8ti 

Ora  è  noto  (e  d'altronde  si  dimostra  molto 
facilmente)  che,  se  una  forma  invariante  rispetto 
ad  una  sostituzione  si  moltiplica  per  effetto  di  que- 
sta per  a,  il  suo  hessiano  è  pure  invariante  e  si 
moltiplica  per  a2  ;  e  che,  se  due  forme  invarianti  si 
moltiplicano  rispettivamente  per  a,  ;a,  il  loro  jaco- 
biano  si  moltiplica  per  à[/..  Basterà  quindi  esami- 
nare come  varia  t  per  effetto  delle  sostituzioni  del 
gruppo  ottaedrico,  per  conoscere  come  variano  Wqj^. 

Le  sostituzioni  del  gruppo  ottaedrico  sono 
quelle  del  gruppo  tetraedrico  e  i  loro  prodotti  per 
la  sostituzione  : 

r  \  >      lJri         >      1  — i 


1—  ^2' 


fi  y\   "     1/2 

Si  è  veduto    che    le    sostituzioni   tetraedriche 
lasciano  invariata  t;  quanto  alla  (1),  essa   ci  dà: 

C  =  —  iU   £  =  —  &   i[i2  =  ^i^ 
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quindi  : 

r=-, 

Ne  segue,  per  le  sostituzioni  tetraedriche  : 
W'  =  W,    ic'^x, 
per  la  sostituzione  (i)  : 

w  =  w,  x'  =  -x; 

si  ha  quindi  in  ogni  caso  : 

(*=■«*,   ir>=m,  x2  =  r- 

Dopo  ciò  il  tipo  generale  delle  forme  fonda- 
mentali per  il  gruppo  ottaedrico  è  : 

Per  determinare  i  coefficienti  fa  della  rela- 
zione : 

basta    fare    prima    £,  =  I,    K.2  =  o,    poi    7*  =  i, 

^  =  —  1  ;  si  ha  nei  due  casi  rispettivamente  : 

7/  =  o,    ^  =  (_I2)3?    t*  =  —  2% 

quindi  : 

f*,  +  fc  *=  °>     (—  I2)3  fS  —  2>-  =  °> 
da  cui  : 

F, :  & :  ts  *T *  :^" *  :  Io8- 

La  relazione  cercata  è  dunque  : 

127.  I  nodi  della  rete  icosaedrica  sono  i  30 
punti  di  mezzo  degli  spigoli,  i  20  centri  delle  facce 
e  i  12  vertici.  Noi  calcoleremo  direttamente  la 
forma  che  ha  per  radici  questi    ultimi   punti;  per 
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ottenere  le  altre  due,  ricorreremo  ad  un  ragiona- 
mento che  vale  anche  per  il  tetraedro  e  per  l'ot- 
taedro, ma  di  cui  non  abbiamo  voluto  servirci 
prima  d'ora  per  dare  un  esempio  del  calcolo  diretto 
delle  nostre  forme. 

Sia  F  la  forma  le  cui  radici  sono  i  vertici 
d'un  poliedro  regolare  a  facce  triangolari  (tetrae- 
dro, ottaedro  od  icosaedro).  Il  grado  di  questa 
forma  è  dato  dal  numero  V  dei  vertici  del  polie- 
dro. Il  suo  hessiano  H(FS)  sarà  quindi  di  grado 
2V — 4,  e  il  jacobiano  di  F.  e  del  suo  hessiano, 
J[FyH{FJ\,  sarà  di  grado  V+(2  V-A)  —  2, 
ossia  3  V —  6.  Poiché  queste  forme  sono  covarianti, 
cioè  non  variano  o  variano  d'un  fattore  per  quelle 
sostituzioni  lineari  rispetto  alle  quali  F  è  inva- 
riante, esse  devono  avere  per  radici  dei  sistemi  di 
punti  omologhi.  D'altra  parte  risulta  dalle  forinole 
dell'art.  52  : 

F=   n+12 


F  =-  2V  —  4  =  —  <«, 
3 

J  2 

sicché  le  H'fF'X  J[F,,  H(F3)]  devono  essere 
forme  semplici,  e  devono  avere  rispettivamente  lo 
stesso  grado  delle  forme  cercate  F2,  Ft\  Deve 
essere  quindi,  a  meno  di  fattori  costanti  : 
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HÌFÌ)=F1,     I[F,>,H(F.)]  =  Fl. 
Ciò  premesso,  veniamo  al  calcolo  di  F.  • 

I  vertici  1,12  hanno  le  coordinate  (0,0,+  1); 
i  valori  corrispondenti  di  £  sono  %  =  o,  %  =  00. 

II  vertice  2  ha  le  coordinate  (sen  /,  o,  cos  /), 

ossia   (art.  65)   l — ,  o,  — »,  dove    r  —  lf$ ;  il 
valore  corrispondente  di  ^  [art.  60,  (2)]  è  : 

*      r—  1  2 

Il  vertice  7  ha  le  coordinate  ( — sen  /,  o,  —  cos  /), 

ossia  I  — — ,  o,  —     -  1  ;  il  valore  corrispondente 


di  £  è 


K 


r  -\-  1  2 

I  punti  del  piano  che  rappresentano  i  vertici 
3,  4,  5,  6  formano  con  quello  che  rappresenta  il 
vertice  2  un  pentagono  regolare  col  centro  nell'o- 
rigine; e  così  i  punti  8,  9,   io,   11   col  punto  7. 

Quindi  la  forma  cercata  è  : 

noi  la  indicheremo  con  /. 


*)  Si  passa  da  questa  forma  a  quella  di  Klein  col  cam- 
biamento di  variabili  (cfr.  nota  a  pag.   125)  : 
l'i  *=  ti  .      S  =  —  li  • 
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H(f)= 


—  121 


Si  ha: 
i io*—  33<t >    i <°— 39^XÌ~ i iC 

1 1^;°— 396^— 1  itC2°  ,  —330^—1 1%^ 

— 20^;9—  34201WI— 4940*I2°+I H°lXs  > 

—  1140^2  —  4940  tW  +  3420^;  e  —  io*I9 
=  2420  [^°—  522  ^5^  — 10005  c^°—  10005^;°^ 

+  522^^  +  ^]. 

Indicheremo  le  espressioni  tra  parentesi  qua- 
dre rispettivamente  con  H,   T.  Abbiamo  dunque  : 

+  522z!Xi  +  €- 

Il  gruppo  icosaedrico  è  generato    dalle   sosti- 
tuzioni 5,   T,   U  legate  tra  loro  dalla  relazione: 
(1)         .  S2TS>TS2T=U. 

L'espressione  delle  5,   U  è  : 

È  facile  verificare  che  per  queste  due  sosti- 
tuzioni la  /  resta  invariata.  La  T,  essendo  di  or- 
dine 2,  o  lascia  invariata  la  f  o  la  moltiplica  per 
—  1.  In  questo  secondo  caso,  in  virtù    della  (1), 


FORME   E   FUNZIONI  POLIEDRICHE   E    MODULARI.        289 

anche  la  U  moltiplicherebbe  f  per  —  i,  ciò  che 
non  è.  Dunque  anche  T  lascia  invariata  /.  Di  qui 
si  conclude  che  tutte  le  sostituzioni  del  gruppo  i- 
cosaedrico  lasciano  invariata  /,  e  per  conseguenza 
anche  H  e   T. 

Pertanto  il  tipo  più  generale  delle  forme  fon- 
damentali per  il  gruppo  icosaedrico  è  : 

Per  determinare  i  coefficienti  della  relazione  : 

facciamo  prima  £,  =  I,  X.2  —  °?  P°i  X.x  —  K.2  —  *  > 
avremo  nei  due  casi  rispettivamente  : 
T=h     #  =  — i,    f=o, 
T  = —  20008,      H  ara  —  496,     /  — —  il, 
e  quindi  : 

(—  20008)2  (4,  -f  (—  496)5  ^  +  (—  1 1)5  ^3  i=  o, 
da  cui  : 

pi  :  p.2  :  jX'  —  ns  :  n5  :  200082  —  496% 
ossia  : 

ff, :  K  '  ff,  =  x  :  1  :  1728. 
La  relazione  cercata  è  dunque  : 
T2  +  ^3  +  i728/5  =  o. 
128.  Mediante  le    forme    sopra    ottenute  noi 
possiamo  in  ogni  singolo  caso  costruire  una  fun- 
zione, che  sia  il  rapporto  di  due  forme  invarianti 
dello  stesso  grado,  e  che  resti  invariata  quando  si 
applichino  le  sostituzioni  del  relativo  gruppo  omo- 
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geneo.  Una  tale  funzione,  essendo  omogenea  e  di 
grado  zero  rispetto  a  £ ,  ^2 ,  è  una  funzione  della 
£  che  resta  invariata  per  le  sostituzioni  del  gruppo 
non  omogeneo  relativo  al  poliedro  considerato.  Alle 
funzioni  razionali  di  ^  che  restano  invariate  per 
tutte  le  sostituzioni  di  un  gruppo  poliedrico  noi 
daremo  il  nome  di  funzioni  poliedriche.  Una  fun- 
zione poliedrica  prende  uno  stesso  valore  in  uno 
o  più  sistemi  di  punti  omologhi  ;  se  essa  prende 
lo  stesso  valore  in  un  solo  sistema  di  punti  omo- 
loghi, si  dice  fondamentale. 

Evidentemente  il  grado  *  di  una  funzione  fon- 
damentale e  eguale  all'ordine  del  gruppo  relativo, 
e  reciprocamente,  se  il  grado  di  una  funzione  po- 
liedrica e  eguale  all'ordine  del  gruppo,  essa  è  fon- 
damentale. 

Di  qui  segue  che  :  Se  VQ§  e  una  funzione 
fondamentale,  il  tipo  generale  delle  forme  fonda- 
mentali relative  al  gruppo  stesso  e  : 

dove  a,  b,  e,  d  sono  costanti.  Ed  anche  che  :   Una 
funzione   fondamentale    e   pienamente    determinata 


*  Per  grado  d'una  funzione  razionale  s'intende  il  mag- 
giore dei  gradi  dei  suoi  due  termini  quando  si  imagini  ri- 
dotta alla  sua  più  semplice  espressione. 
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quando  si  conoscono  i  valori  che  essa  prende  in  tre 
punti  del  piano. 

Noi  indicheremo  con  Z(^)  quella  funzione 
poliedrica  la  quale  prende  i  valori  i,  o,  oo  rispet- 
tivamente nei  punti  di  mezzo  degli  spigoli,  nei 
centri  delle  facce  e  nei  vertici  del  poligono  sferico 
considerato.  Naturalmente  resta  escluso  da  queste 
considerazioni  il  caso  dei  gruppi  ciclici  ;  per  questi 
può  prendersi: 

Z  —       !     —  -±-  —  7" 

.      2.    .  ll 

Pei  gruppi  poliedrici,  dalle  condizioni  a  cui  è 
sottoposta  la  Z,  tenuto  conto  che  una  funzione 
razionale  è  determinata,  a  meno  d'un  fattore  co- 
stante, quando  se  ne  conoscano  gli  zeri  e  gli  in- 
finiti, si  ha  : 

h,  k  essendo  due    costanti.    Mediante   queste  rela- 
zioni la  (1)  dell'art.   123   diviene: 

^-1)  +  -^  +  ^  =  °; 

poiché  questa    relazione    deve    sussistere    identica- 
mente, si  ha  : 

k  T  h  —    '         k 
da  cui  : 


h  = 


is-'      v-: 
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e  quindi  : 

il     FV2  u     Fv* 

z  ~         u     Fv5  '  x  ~~  U    FV3  ' 

1    5  3  k    3         5 

ossia  : 

Z~i:Z:i=V.F"r.-Krr.V.^. 

Si  ha  dunque  per  i    gruppi   ciclico,   diedrico, 
tetraedrico,  ottaedrico  e  icosaedrico  rispettivamente  : 

Z  =  £ 

ri  cr+o1 

4*"        ' 

t+2i  1/3^+1' 


Z=T 
di 


io8^_     io8t4(t4— i)4   ' 
Z  =  * 


I728/5 

(-^-228^-494^+228^-1)3 
i728^10— 11^— i)5 
Siccome,  pel  teorema  d'EuLERO,  il  numero  de- 
gli spigoli  aumentato  di  2  è  eguale  alla  somma  del 
numero  delle  facce  e  di  quello  dei  vertici,  e  sic- 
come questi  numeri  sono  rispettivamente  i  gradi 
di  Fl ,  F2 ,  F  ,  così  la  forma  : 

è  di  grado  2,  sicché  si  ha,  per  un  noto   teorema 
sulle  funzioni  omogenee: 
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dove  : 

F,fc  i)F,fc  1) 

Zfcl)=         F.fcO 
è  una  determinata  funzione  razionale    di   £.   Scri- 
vendo semplicemente  X  in  luogo  di  X  (^ ,  ^2),   si 
ha  di  qui  : 

CO      **  —  :,„>     .»    ^  " 


.     D'altra   parte,    indicando    con    e   la    costante 


,  si  ha 


p>2 

Z—  C--Ì- 

—    FV 


e  anche,    tenuto    conto    che  il    2°  membro  è  una 
funzione  omogenea  di  grado  zero  delle  ^  ,  ^2  : 

Più  brevemente   indichiamo    con  F(^)  il  se- 
condo   membro    di    questa   equazione,    che  è  una 
funzione  razionale  di  ^;  potremo  scrivere  : 
Z=F(z). 

Questa  equazione  può  definire  £  come  fun- 
zione algebrica  di  Z,  dopo  di  che  le  (i)  defini- 
scono ^ ,  ^  come  funzioni  algebriche  di  Z,  X . 

129.  Un  problema  analogo  a  quello  testé  ri- 
solto pei  gruppi  poliedrici  si  presenta  per  il  gruppo 
modulare.  Si  tratta  cioè  di  costruire  una  funzione 
trascendente  uniforme  di  x.  la  quale  abbia  la  prò- 
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prietà  di  riprendere  uno  stesso  valore  in  punti  o- 
mologhi  della  rete  modulare  e  soltanto  in  questi, 
ed  abbia  i  valori  i,  o,  oo  nei  nodi  di  ia,  2a  e  3a 
specie  della  detta  rete.  Una  tale  funzione  si  dirà 
funzione  modulare  principale,  mentre  chiameremo 
in  generale  funzione  modulare  ogni  funzione  che 
riprende  lo  stesso  valore  sempre  e  soltanto  nei 
punti  tra  loro  omologhi  rispetto  ad  un  sottogrup- 
po di  r  *. 

La  risoluzione  del  problema  ci  è  fornita  dalla 
teoria  delle  funzioni  ellittiche. 

E  noto  **  che,  data  una  coppia  di  periodi  pri- 
mitivi 2  ^ ,  2  £2  della  funzione  ellittica,  questa  è 
completamente  determinata  ;  si  ha  infatti  : 

dove  s  prende  tutti  i  valori  2?»{i-|-2«{2  in  cui 
m  ed  n  sono  numeri  interi  non  ambidue  nulli  e 
di  segno  qualunque.  Sono  parimenti  determinati 
gli  invarianti  g2,  g    della  funzione  ellittica;  si  ha 


*  Le  funzioni  analoghe  pei  gruppi  poliedrici  non  han- 
no alcuno  speciale  interesse,  giacche  i  sottogruppi  dei  gruppi 
poliedrici  sono  a  loro  volta  gruppi  ciclici  o  poliedrici. 

**)  Per  questa  ed  altre  formole  relative  alla  teoria  delle 
funzioni  ellittiche  vedasi  p.  es.  :  Weierstrass-Schwarz,  For- 
meln  una  Lehrsàtqe  %wm  Gebrauche  der  elliptischen  Functvonen, 
Gòttingen  1883. 
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cioè  : 

(1)        £2  =  6oy-^,     ^^J4QÌi" 

Mediante  gli  invarianti  si  formano  il  discri- 
minante ±  e  l'invariante  assoluto  /,  dati  dalle  for- 
inole : 

/,  essendo  una  funzione  omogenea  di  grado  zero 
di  ^ ,  ^2 ,  è  funzione  del  solo  rapporto  —  =  %. 
Altre  espressioni  di  g2 ,  £  ,  A  sono  : 

^  =  (t)4[^  +  20l^]' 


dove: 


e     <2 


Notiamo  ancora    che,    a   meno    d'un    fattore 

costante,  d  è  il  determinante  funzionale  àig2,g,. 

Dalle  relazioni  scritte  risulta  : 

J—i:J:i  =  27g]:g\:\. 

Ricordiamo  che,    per    un    celebre   teorema  di 

z 
Jacobi,  il  rapporto—    non    può   essere   reale.  E 

v  \.2 
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poiché  la  parte   imaginaria  di  —  e   quella  di  — 

hanno    segno   opposto,    noi   possiamo    ammettere, 
senza  danno  della  generalità,  che  la   parte    imagi- 

nana  di  — —  sia  positiva. 

Ora  è  noto  che  una  funzione  ellittica  ammette 
infinite  coppie  di  periodi  primitivi,  e  che,  se  2  ^ , 
2  ^2  è  una  tale  coppia,  qualunque  altra  2  £j ,  2  ^  è 
data  dalle  espressioni  : 

2^  =  a.2^  +  p.2^2, 

dove  : 

aS_f}T==+  I; 

se  inoltre  si  sottopone  anche  la  nuova  coppia  alla 

z' 
condizione  che  la  parte  imaginaria  di  — x-  sia  positi- 
va 
va,  dev'essere  : 

a&  —  py  £3=  -f-  1. 
Pertanto  può  dirsi  che,  se  ^ ,  ^  è  una  cop- 
pia di  semiperiodi  primitivi  d'una  funzione  ellittica, 
tutte  le  altre  coppie  di  semiperiodi  primitivi  della 
funzione  stessa  si  ottengono  applicando  alla  coppia 
di  valori  ^ ,  ^  le  sostituzioni  del  gruppo  modu- 
lare omogeneo.  Ne  segue  che  le  funzioni  g2 ,  g  , 
e  conseguentemente  le  A,  /,  non  variano  se  alle 
£x ,  x.2  si  applicano  le  sostituzioni  di  quel  gruppo. 
E  poiché  esse  sono  funzioni  omogenee  (dei  gradi 
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—  4,  — 6,  — 12,  o)  di  ^  ;  £2,  noi  le  diremo 
forme  modulari  assolutamente  invarianti  ;  o  più 
semplicemente  forme  modulari.  In  particolare  /  è 
una  funzione  di  X.  la  quale  non  muta  quando  la 
K  si  assoggetta  alle  sostituzioni  del  gruppo  modu- 
lare non  omogeneo  ;  essa  è  dunque  una  funzione 
modulare  principale. 

Si  sa  che  g2 ,  g. ,  A    si    annullano    rispettiva- 

—  i  +  iYj    . 

mente    per  ^  = ! -  ,  I,  oo.  Ne  segue  che 

nei  nodi  di  f ,  2a ,  f  specie  della  rete  modulare  la 
funzione  J  prende  rispettivamente  i  valori  i,  o,  oo. 

[Inoltre,  poiché  le  (i)  possono  scriversi: 
*&  =  6°Z  j2mK.+  2ny  ' 

si  vede  che  per  valori  di  ^  rappresentati  da  punti 
simmetrici  rispetto  all'asse  imaginario  tanto  Qg^ 
che  7^g    prendono  valori  coniugati  *. 

*  Consideriamo  infatti  la  somma  z_—, ; — tt~ì  e    P°" 

niamo  in  essa  prima  %  =  x  -J-  iy,  poi  1  =  —  x-\-  iy\  avremo 
rispettivamente  : 

y  y  i 

IBJS  (mx-\-n-\-m iy)*  '     ife» (—  mx-\-n-\-m iff  ' 
od  anche  : 


X»  ( 


mx-[-«-|-m  i  ^)4  '    ^71  (w  x  —  n  —  m  iyy 
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Ne  segue  che  /  è  una  funzione  modulare,  il 
cui  valore  si  trasforma  nel  coniugato  per  la  pseudo- 
sostituzione g  =  —  £  Di  qui  si  deduce  che  :  /  e 
reale  su  tutti  i  lati  della  rete  modulare. 

130.  Consideriamo  più  generalmente  una  fun- 
zione ZQO  che  riprenda  il  proprio  valore  nei  punti 
omologhi  d'una  rete  regolare  rappresentante  un 
gruppo  di  sostituzioni  lineari,  che  abbia  valori  co- 
niugati nei  punti  simmetrici  rispetto  ad  uno  qua- 
lunque dei  circoli  della  rete,  e  che  prenda  i  valori 
1,  o,  00  nei  nodi  di  ia,  2a,  ja  specie.  Essa  sarà 
reale  sui  lati  di  tutti  i  triangoli,  e,  indicando  per 
un  istante  con  a,  b,  e  i  vertici  di  ia,  2a,  3a  spe- 
cie di  un  triangolo  qualunque,  sul  lato  a  b  andrà  da 
1  a  o,  sul  lato  bc  da  o  a  —  co,  e  sul' lato  a  e  da  1 
a  co;  inoltre  entro  uno  stesso  triangolo  la  parte 
imaginaria  di  Z(^)  avrà  uno  stesso  segno,  ed  entro 
due  triangoli  contigui  segno  opposto,  sicché,  per 
es.,  il  segno  sarà  positivo  in  tutti  i  triangoli  bianchi, 
negativo  in  tutti  quelli  tratteggiati.  Se  rappresen- 
tiamo i  valori    della    funzione  Z  sopra   un  piano, 


Ma  poiché  n  prende  tutti  i  valori  positivi  e  negativi,  noi 
potremo  nella    seconda    somma    scrivere  — n  invece  di  n; 

essa  diviene  allora   /_  — ; r-rr,  e  si  vede  che  è 

3^5    (mx-\-n  —  m  typ 

coniugata  alla  prima.    Nello    stesso    modo  si  farebbe  la  di- 
mostrazione per  gf,  . 
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ai  punti  a,  b,  e  del  piano  ^  corrisponderanno  nel 
piano  Z  i  punti  i ,  o,  dò,  ai  lati  ab,  bc,  a  e  i  seg- 
menti 1  .  . .  o,  o  .  .  .  —  oo,  1  ...  00  dell'  asse 
reale,  di  più  ad  un  triangolo  bianco  corrisponderà 
l'intero  semipiano  superiore,  ad  un  triangolo  trat- 
teggiato l'intero  semipiano  inferiore.  Ciò  mostra 
che  in  ogni  bitriangoio  la  funzione  prende  tutti  i 
valori  possibili.  All'intera  rete  corrisponde  sul  piano 
Z  una  superficie  di  Riemann  ad  «  o  ad  oo  fogli, 
secondochè  il  gruppo  è  d'ordine  n  o  d'ordine  infi- 
nito. La  corrispondenza  tra  i  due  piani  è,  come 
risulta  dai  principii  generali  della  teoria  delle  fun- 
zioni, conforme,  fatta  eccezione  pei  punti  di  dira- 
mazione 1,  o,  00  della  superficie  di  Riemann,  nei 
quali  troviamo  angoli  %  come   corrispondenti  agli 

1Z  7C  7Z 

angoli  — ,  — ,  —  del  piano  ^  Di  qui  segue  che, 

123 
se  ^o  è  un  punto  diverso  dai  nodi  della  rete,  e  se 

Zo  è  il  valore  di  Z  corrispondente  al  valore  ^  di 

j(,  si  ha,  k  essendo  una  costante: 

(1)  <_^*(Z_Z0), 

colla  quale  notazione  vogliamo  intendere  che 
£  —  ^  è  eguale  a  ìi(Z  —  Zo)  a  meno  di  infi- 
nitesimi d'ordine  superiore. 

Invece  per  i  punti  a,  br  e  si  avrà  : 

(2)  ^-a^k{Z-if, 

(3)  ^_-b  =  kZ^, 
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(4)  ì-^c=kZ'% 

Queste  forinole  però  non  valgono  se  v.  —  co, 
se  cioè  qualcuno  degli  angoli  della  rete  è  nullo. 
Supposto,  per  es.,  v2  =  oo,  invece  della  seconda  f or- 
mola  si  ha  la  seguente  : 

Noi   indicheremo    con   Jfc(vt,  v2 ,  y  •  Z)  la  % 

considerata  come  funzione  di  Z. 


*  A  questa  formola  si  può  giungere  come    segue. 

Se  v2  =  oo ,  il  punto  b  sta  sull'asse  reale,  e  i  due  lati 
del  triangolo  in  esso  concorrenti  hanno  la  tangente  comune 
parallela  all'asse  imaginario.  Sieno  a,  (3  i  raggi,  in  gran- 
dezza e  segno,  dei  cerchi  di  cui  fanno  parte  quei  lati;  le 
equazioni  dei  cerchi  stessi  saranno  : 
(x—b)2  -f-y2  —  2<x(x  —  b)  =  o,     (*—  b)2  -\-y2  —  if{x  —  b)=o 

Mediante  la  sostituzione  /  = =■ ,  i  cerchi  si  muta- 

7—b 

no  in  due  rette  parallele  all'asse  /,  le  cui  equazioni  sono  : 
'—  l  '—         l 

2<X   '  ~  26    ' 

È  noto  poi  che  un  fascio  di  rette  parallele  si  muta  in  un  fa- 
scio di  rette  concorrenti  mediante  una  trasformazione  del  tipo  : 

Nel  caso  nostro  porremo  : 

Z  _  ei(pv+q)  t 
p  e  q  essendo  costanti  reali  ;  infatti,  se  Z=Rel®,  avremo: 

R  =  e-Py',     ®=px'-\-q, 
sicché  alle  rette  %'=cost.  corrisponderanno  le  rette  0=cost., 
ed  in  particolare  alle  due  rette  considerate  le  rette  : 

&  =  --L  +  q,     ®  =  -JL+q. 

2a     '    7  2 fi    '    7 
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131.  Di  qui  risulta  un  teorema  importante. 

Abbiansi  le  due  funzioni  ^(v,,  v2 ,  *  ;  Z), 
|£(vj,  v2',  v';  Z),  e  sieno  vi5  va,  v  rispettivamente 
multipli  di  v'l5  v2,  v»  .  Se  v.  ==  co,  lo  considerere- 
mo come  multiplo  di  v! ,  tanto  se  v!  è  finito,  come 
se  è  infinito.  Per  la  £'  esisteranno  relazioni  ana- 
loghe alle  (i)-(i)  dell'art,  prec.  Ne  segue: 
k' 

k'  ■lL- 

k'  -i 

-> 

/v    », 


Se  infine  vogliamo  che  questi  due  raggi    sieno  le  due 
metà  dell'asse  x,  dovrà  essere  : 

P  P 

donde  : 

Si  ha    dunque  : 

da  cui  : 

l—b=  g  .    . 

logZ—  tf 
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Se  v2  —  co  mentre  V   è  finito,  si  ottiene  : 


t-b'  =  k'e    "2  ***** 
se  v2  =  00,  v2  =  00,  si  ottiene  invece  : 


Da  queste  forinole  risulta  che  :  Se  le  v.  sono 
rispettivamente  multiple  delle  v!,  /#  £  è  funzione 
uniforme  della  £. 

Di  questo  teorema  possiamo  fare  subito  due 
applicazioni. 

a)  Le  reti  corrispondenti  al  gruppo  diedrico 
per  m  =  3  ed  ai  gruppi  tetraedrico,  ottaedrico  ed 
icosaedrico  hanno  rispettivamente  i  simboli  : 

(2,   J,  2),     (2,  3,  3),     (2,  3,  4),     (2,  3,  5), 
mentre  la  rete  modulare  ha  il  simbolo  (2,  3,  00). 
Quindi  : 

Se  le  variabili  Z,  %j  ^  sono  legate  dalle  due 
relazioni  : 

z=f(x),  z=m, 

dove  F  è  una  delle  quattro  funzioni  : 

Q(3  +  i)2        f_  W'  H' 

4?      '       <p  '        108 1*  '  1728/5  ' 

e  J  e  la  funzione  così  denotata  nell'art.  1 29,   £'  e 
funzione  uniforme  di  £. 

b)  Il  triangolo  fondamentale  del  sottogruppo 
T6  di  T  ha  i  suoi  tre  angoli  nulli  ;  quindi,  se  si  in- 
dica con  ^QQ    una    funzione    avente    per   campo 
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fondamentale  una  coppia  di  triangoli  della  rete  T6 , 
la  ^  considerata  come  funzione  di  \  potrà  scri- 
versi ^(00,  00,  00;  a).  Ne  segue  che,  qualunque 
sia  la  funzione  x!  (y\  ■>  \ ,  v'  ;  *),  x!  sar^  funzione 
uniforme  di  £. 

Esistenza  delle  funzioni  modulari. 

132.  Abbiamo  convenuto  di  chiamare  funzione 
modulare  ogni  funzione  invariante  per  un  sotto- 
gruppo del  gruppo  modulare.  Possiamo  ora  chie- 
derci se  per  qualunque  sottogruppo  di  T  esistano 
funzioni  modulari  corrispondenti. 

Scopo  delle  considerazioni  che  seguono  è  ap- 
punto di  dimostrare  l'esistenza  di  funzioni  modu- 
lari relative  a  qualunque  sottogruppo  Ts  d'indice 
finito  s  di  r. 

La  relazione: 

stabilisce  una  rappresentazione  conforme  del  piano 
della  variabile  /  sopra  un  bitriangolo  della  rete 
modulare.  Poiché  /  è  reale  sui  lati  della  rete,  alle 
due  metà  del  bitriangolo  corrisponderanno  rispet- 
tivamente le  due  metà  in  cui  il  piano  /  è  diviso 
dall'asse  reale.  Noi  stabiliremo  che  al  triangolo 
bianco  corrisponda  il  semipiano  superiore,  al  trian- 
golo tratteggiato  il  semipiano  inferiore.  La  rappre- 
sentazione cessa  di  essere  conforme   nei   punti  i, 


304  ESISTENZA    DELLE    FUNZIONI    MODULARI. 

o,  co  del  piano  /,  giacché,  mentre,  per  es.,  nel  punto 
i  del  piano  /  i  due  tratti  dell'asse  x  fanno  un  an- 
golo piatto,  le  linee  corrispondenti  nel  piano  %_  fan- 
no un  angolo  di  900. 

Agli  infiniti  bitriangoli  della  rete  modulare  cor- 
rispondono infiniti  fogli  coincidenti  col  piano  /; 
e,  se  nel  piano  %  si  passa  da  uno  ad  un  altro  bi- 
triangolo  girando  intorno  ad  un  nodo  della  rete, 
corrispondentemente  nel  piano  /  si  andrà  da  uno 
ad  un  altro  dei  fogli  costruiti  girando  attorno  ad 
uno  dei  punti  1,  o,  00.  L'insieme  dei  fogli  coin- 
cidenti col  piano  /  costituisce  una  superficie  di 
Riemann  ad  infiniti  fogli,  e  1,  o,  co  sono  i  suoi 
punti  di  diramazione. 

Abbiasi  ora  un  sottogruppo  Fs  d'indice  finito 
s,  e  sia  Cs  il  suo  campo  fondamentale.  A  Cs  cor- 
risponderà un  insieme  Rs  di  s  fogli  della  superficie 
di  Riemann  giacente  sul  piano  /.  Possiamo  effet- 
tuare questa  corrispondenza  deformando  un  bitrian- 
golo  in  modo  da  farlo  coincidere  coll'intero  piano 
/;  i  nodi  dovranno  cadere  nei  punti  1,  o,  co. 

Siccome  fra  la  superficie  Rs  e  la  superficie 
chiusa  a  cui  si  può  ridurre  il  campo  Cs  (cfr.  art.  83) 
esiste  una  corrispondenza  biunivoca,  così,  per  un 
noto  teorema,  il  genere  delle  due  superficie  è  lo 
stesso. 

Ciò  si  può  anche  verificare  direttamente. 

Per  il  genere  della  superficie  chiusa  C.   si    è 
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trovato  (art.  86): 

i     v 

P=  1~  *  +  — £K--— o> 

dove  2  ml  è  il  numero  degli  spigoli  concorrenti 
nell'i-esimo  nodo,  e  V  è  il  numero  dei  nodi.  D'al- 
tra parte  la  teoria  delle  funzioni  algebriche  ci  dà 
per  il  genere  d'una  superficie  di  Riemann  : 


v 


dove  s  è  il  numero  dei  fogli  della  superficie,  mi 
il  numero  dei  fogli  che  si  attaccano  nell'j-esimo 
punto  di  diramazione,  e  V  il  numero  dei  punti  di 
diramazione.  Ora  il  numero  dei  bitriangoli  di  Cs 
è  eguale  al  numero  dei  fogli  di  Rs,  ad  ogni  no- 
do di  C.  corrisponde  un  punto  di  diramazione  di 
Rs  *,  e  ad  ogni  bitriangolo  concorrente  in  un  no- 
do di  Cs  corrisponde  in  Rs  un  foglio  che  si  at- 
tacca ad  altri  fogli  nel  punto  di  diramazione  cor- 
rispondente; quindi  i  due  valori  di  p  sono  eguali. 
In  virtù  dei  teoremi  d'esistenza  di  Riemann, 
esistono  funzioni  di  /  uniformi  sopra  la  Rs .  Sia 
y  una  di  queste,  e  sia  : 

(0  f(y,J)  =  o 


*  I  soli  punti  di  diramazione  della  Rs  sono  i  punti  i, 
o,  oo  ;  però,  se  dei  fogli  che  si  uniscono  in  uno  di  questi 
punti  h{  formano  un  ciclo,  h2  un  secondo,  . .  .  ,  hr  un  r-esimo, 
il  punto  si  considera  come  un  insieme  di  r  punti  di  dirama- 
zione diversi  degli  ordini  rispettivi  hx  —  i,  h2  —  i, ...,  hr  — i. 

VlVANTI.  2n 
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la  relazione  algebrica  che  lega  y  a  /.  Poiché  la  y 
prende  un  unico  valore  in  ciascun  punto  della  Rs  ; 
e  poiché  R^  e  Cs  si  corrispondono  punto  a  punto, 
si  può  dire  che  y  prende  un  unico  valore  in  cia- 
scun punto  di  Cs  .  Di  più,  siccome  ogni  punto  di 
Rs  corrisponde  ad  infiniti  punti  del  piano  ^,  e  cioè 
a  tutti  i  punti  omologhi  ad  un  stesso  punto  di  Cg 
rispetto  a  Vs ,  può  dirsi  che  y^  come  funzione  di 
£,  riprende  lo  stesso  valore  nei  punti  omologhi  ri- 
spetto a  Cs .  In  altre  parole  la  y  è  una  funzione 
modulare  relativa  al  sottogruppo  Ts .  Dunque  :  Dato 
un  sottogruppo  Ts  d'indice  finito  s  di  T,  esistono 
funzioni  modulari  relative  al  sottogruppo  ;  esse  sono 
legate  a  J  da  relazioni  algebriche. 

Ogni  altra  funzione  modulare  relativa  a  Tè 
una  funzione  uniforme  sulla  R. ,  e  quindi  è  una 
funzione  razionale  di  y,  J. 

È  facile  vedere  che  le  varie  radici  della  (i) 
sono  funzioni  modulari  relative  ed  altrettanti  sot- 
togruppi equivalenti  a  Ys  e  quindi  rappresentati 
dalla  rete  C  .  Sieno  i,  S, ,  S2 ,  .  .  .  ,  Ss_x  i  sim- 
boli degli  s  bitriangoli  della  rete  modulare  che  com- 
pongono il  campo  C.  ;  i  valori  della  y  in  s  punti 
omologhi  rispetto  a  T  del  campo  C. ,  ossia  in  s 
punti  sovrapposti  della  i?5,  saranno: 

r»%  \  y(0=y  (&  i,  (0 = i.  ls>  fófl  >  •  •  •  > 

{)  ì  ys-Xi)=y[s,-,m 

Ora,  se  P  è    una   sostituzione    qualunque    di 
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T  ,  si  ha: 

Se  in  questa  relazione   invece    di   ^   si   pone 

SìQOi  si  ha: 

(3)      7[5^(0]=^5(0]=^a> 

D'altra  parte  le  (2)  possono  scriversi: 

yi[sr«)]=y(i); 

ponendo  S.PQQ  invece  di  %  si  ha: 
e  quindi,  per  la  (3): 

Cioè  Za  y.  (^)  è  una  funzione  modulare  rela- 
tiva al  sottogruppo  Si  Ts  Sj1  equivalente  a  Ys. 

133.  Tratteniamoci  particolarmente  sui  caso 
in  cui  Ts  è  un  sottogruppo  invariante.  Allora  tutte 
le  radici  della  (1)  sono  funzioni  modulari  appar- 
tenenti al  sottogruppo  Ts ,  e  quindi  sono  funzioni 
razionali  di  una  di  esse  e  di  /: 

0)  X- =  Pi (J>  /)     (*=i,  2,  ...,  s-i). 

La  (1)  può  considerarsi  come  una  trasformazio- 
ne della  Rs  in  sé  stessa,  per  la  quale  il  punto 
(j,  /)  si  muta  nel  punto  (y . ,  /).  È  chiaro  che  le 
trasformazioni  (1),  insieme  all'identità,  formano  un 
gruppo,  il  quale,  in  sostanza,  coincide  col  gruppo 
Gs  delle  trasformazioni  della  superficie  chiusa  Cs 
in  sé  stessa  (v.  art.  83). 

Esaminiamo  ora  i  vari  casi  possibili. 

a)  Se  p  s=  o,  la  Rs   può   farsi   corrispondere 
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punto  a  punto  ad  un  piano  u,  e  le  y,  J  possono 
esprimersi  razionalmente  per  u: 

y  =  E(u),     J=F(u). 
La  u  è  essa  stessa  una  funzione  modulare  del 
sottogruppo  considerato,  e  l'equazione: 

(2)  J=F(U) 

non  è  altro  che  la  (i)  dell'art,  prec.  nella  forma 
speciale  che  prende  nel  caso  considerato  ;  essa  può 
anche  porsi  sotto  la  forma: 

/—  i:/:i  =rD(u):<l(u):y(u), 
dove  <p  (//),  J;  (//),  i  (lì)  sono  tre  funzioni  razionali 
legate  dalla  relazione: 

Le  radici  della  (2)  possono  tutte  esprimersi 
razionalmente  mediante  una  qualunque  di  esse  e  me- 
diante /;  ma  /  è  funzione  razionale  di  u,  quindi 
può  dirsi  che  tutte  le  radici  possono  esprimersi 
razionalmente  mediante  una  qualunque  di  esse.  Ne 
segue  che  qualunque  radice  dev'essere  funzione  li- 
neare di  qualunque  altra  ;  per  es.  : 

ui  =  ~    — p— 1      (i  =  1,  2,  . . .  ,  s  —  1). 

b)  Sia  in  secondo  luogo  p=l,  cioè  la  Rs  sia 
ellittica.  Allora  possiamo  prendere  due  funzioni  w, 
v  regolari  sulla  Rs  legate  dalla  relazione: 

v2  =  p  0), 
dove  p(//)  è  un  polinomio  di  30  grado;  mediante 
queste  si  esprimeranno  razionalmente  tutte  le  fun- 
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zioni  regolari  sulla  R  ,  sicché,  posto  : 

«[s,.(0]  =  «..(0,   4^(0]  =  ^), 

si  avrà: 

(3)  u.  —  H.fa  v),     v^'Kfa  v), 

H.K.  essendo  simboli  di  funzioni  razionali.  Se 
le  u,  v  si  considerano  come  le  coordinate  dei  punti 
d'una  cubica,  le  (3)  rappresentano  un  gruppo  di 
trasformazioni  razionali  di  questa  curva  in  sé  stessa. 
e)  Sia  ora  p  >  2,  e  la  Rs  non  sia  iperellittica. 
Designiamo  con  Qh(yy  /)(&=  1,  2,  .  .  .  ,  p)  un 
sistema  di  funzioni  aggiunte  d'ordine  n  —  3  linear- 
mente indipendenti;  esse  daranno  origine  ad  un 
sistema  di  integrali  abeliani  di  ia  specie  linear- 
mente indipendenti: 


■:-fi 


dj     (h=i,2,...,p). 


df(y,  }) 

dy 

Se  in  Ih  invece  di  y  poniamo  y. ,  Ih  si  muta 
in  un  altro  integrale: 

h~  /  df(y„J)dJ' 

L'insieme  dei  valori  che  prende  Ih  negli  s 
punti  della  Rf  in  cui  /  ha  uno  stesso  valore,  coin- 
cide coll'insieme  di  quelli  che  prende  I^]  nei  punti 
medesimi;  quindi,  poiché  Ih  è  sempre  finito,  lo  è 
anche  ff .  In  altre  parole,  Il*]   è    un    integrale   di 
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ia  specie,  e  quindi  Qh(yi7  J)  è  una  funzione  ag- 
giunta di  ordine  n — 3.  Ne  segue  che  Qh(yn  /)  è 
funzione  lineare  di  Q£y,  /),  Q£y,  /),  ...,  Qp(y,  J); 
si  ha  cioè: 

ìqMd= «';:  Q,  (y,  /)+••■  +  <  2, 0.  /) 

(4)  )QP(jnJ)  =  «g 2, (v,  /)+-  +  -8  G,(y,  /) 

V  (i  =  I,    2,    ...  ,    S—  I). 

^e  QhC^j  /)(^  —  h  •  •  •  ?  /O  sono  i>  funzioni 
modulari  linearmente  indipendenti  relative  al  sot- 
togruppo considerato,  e  le  (4)  rappresentano  la 
trasformazione  che  esse  subiscono  quando  si  passa 
da  y  ad  yi ,  cioè  quando  alla  ^  si  applica  la  sosti- 
tuzione 5. .  Quindi  le  trasformazioni  (4),  insieme 
all'identità,  costituiscono  un  gruppo,  che  è  oloedri- 
camente  isomorfo  al  gruppo   Gs . 

Il  gruppo  delle  trasformazioni  (4)  ammette  una 
notevole  interpretazione  geometrica.  È  noto  che  si 
chiama  curva  normale  di  Noether  la  curva  dello 
spazio  a  p  —  1  dimensioni  i  cui  punti  hanno  per 
coordinate  omogenee  Qi  (y,  /),  .  .  .  ,  Qp  (j,  /). 
Ciò  posto,  le  (4)  rappresentano  una  collineazione 
in  cui  la  curva  normale  si  trasforma  in  se  stessa; 
e  possiamo  dire  quindi  che  il  gruppo  Gs  coinci- 
de in  sostanza  col  gruppo  delle  collineazioni  che  tra- 
sformano in  sé  stessa  la  curva  normale  di  Noether. 

d)  Le  considerazioni  precedenti  non  valgono 
più  quando,  essendo  p  N.  2,    la   Rs   è   iperellittica 
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(ciò  che  avviene  sempre  se  p=2).  In  questo  caso 
alla  Rs  si  può  sostituire  un'altra  superficie  di  Rie- 
mann  R\  a  due  fogli  e  con  2p  -f-  i  o  2p-\-2 
punti  di  diramazione;  in  altre  parole,  si  possono 
scegliere  due  funzioni  u,  v  regolari  sulla  Rs  e  le- 
gate da  una  relazione  della  forma: 

^2  =  pO), 

dove  wèun  polinomio  di  grado  2p-\-i  o  2p-\-2. 
Allora  qualunque  funzione  w  regolare  sulla  Rs  ha 
la  forma: 

(5)  W=  V  n  ; 

dove  A  (#),  (x  (w),  v  (w)  sono  polinomi  in  u  primi 
tra  loro. 

Indichiamo  con  tt(^)  la  w  considerata  come 
funzione  di  ^,  e  poniamo  : 

45,(0]=»ia)- 

Poiché  u  prende  ciascun  valore  due  volte  sulla 
Rsì  lo  stesso  potrà  dirsi  di  un  sicché,  posto  per 
la  (5): 

V  0)  ' 

la  funzione  : 

À  {u)  -\-v\l  (u)  —  u .  v  (^) 
dovrà  per  ogni  valore  di  u{  annullarsi  in  due  punti 
della  Rs;  ma,  poiché  la  v  prende  lo  stesso  valore 
in  2p  -\-  1  o  in  2 p  -j-  2  punti,  e  in  ogni  caso  in 
più  di  2  punti,  dovrà  mancare  il  termine  in  v,  ed 
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inoltre,  per  la  natura  già  menzionata  di  //,  dovran- 
no X(?i)  e  v(m)  essere  lineari.  Concludendo  dun- 
que, la  ui  è  una  funzione  lineare  fratta  della  u: 

(6)  Ui  =  7^ 


Si  domanda  ora  se  le  tf,  t*, ,  .  .  .  ,  »j-i  sono 
o  no  tutte  diverse,  cioè  se  le  sostituzioni  lineari  (6) 
formano,  insieme  all'identità,  un  gruppo  d'ordine 
s  o  d'ordine  <*  5. 

Osserviamo  che  (art.  98),  se  p^>  i,  n^>  6, 
sicché  nella  rete  che  si  considera  intorno  ad  ogni 
nodo  di  3a  specie  stanno  più  di  6  bitriangoli. 
Ne  segue  che  l'operazione  S,  considerata  come 
appartenente  a  G5,  è  d'ordine  maggiore  di  6.  Ora 
i  soli  gruppi  finiti  di  sostituzioni  contenenti  ope- 
razioni d'ordine  >  6  sono  certi  gruppi  ciclici  e  die- 
drici  ;  ma,  d'altra  parte,  i  soli  gruppi  ciclici  e  die- 
drici  appartenenti  al  tipo  Gs  sono  quelli  corrispon- 
denti ai  simboli  (2,  1,  2),  (2,  3,  2),  (1,  3,  3) 
(art.  98),  e  questi  non  contengono  sostituzioni 
di  ordine  6.  Ne  segue  che  il  gruppo  delle  (6)  non 
può  essere  Gs ,  e  quindi  che  le  //,  utf  .  .  .  ,  us_i 
non  sono  tutte  diverse. 

Esiste  dunque  una  trasformazione  non  identica 
di  Cs  in  sé  stesso,  cui  corrisponde  la  trasforma- 
zione di  u  in  sé  stessa,  cioè  uno  scambio  dei  due 
fogli  della  R'2  tra  loro  ;  e,  come  si  comprende,  nes- 
sun'altra  trasformazione  può  esistere  che  abbia  la 
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stessa  proprietà.  Ne  segue  che  l'ordine  del  grup- 
po delle  (6)  è  —  .  Combinando  questo  gruppo 
G     colla  sostituzione  vr  ==  —  v  si  ottiene  il  grup- 

pò  Gs. 

Il  gruppo   G  f    è  di  genere  zero,  perchè,  pren- 

~2 

dendo  u  ogni  valore  una  sola  volta  sulla  rieman- 
niana  corrispondente,  questa  può  ridursi  ad  un 
piano. 

Il  poligono  generatore  di  ?  s    è  l'insieme   dei 

T 

bitriangoli  di  Cs  che,  nella  trasformazione  di  Cs  in 
Rs  e  poscia  in  R'2 ,  vanno  a  costituire  un  foglio  della 
R'2.  Il  sottogruppo  r     è  invariante,  perchè,  essendo 

T 

le  u.  funzioni  razionali  di  u,  esse  appartengono 
tutte  allo  stesso  gruppo. 

Siccome  poi  il  numero  dei  bitriangoli  che  stan- 
no intorno  ad  un  nodo  di  3a  specie  nella  superficie 
C$  è  >  6,  così  per   C  s    si  avrà  n  >>  3,  sicché  do- 

~2 

vrà  essere   n  =  4  o  «  =  5.    Corrispondentemente 

si  ha  —  =  24,   —  =  60. 
\  .2  2 

Dunque  i  soli  casi  possibili,  se  la  Rs  è  iperel- 
litrica,  sono  s  =£  48,  120,  n  =z  8,  io.  La  forinola 
(2)  dell'art.  98,  in  cui  deve  porsi  n  in  luogo  di  r, 
ci  dà  poi  nei  due  casi  p  =  2  e  p  ==  5. 


314  ESISTENZA   DELLE   FUNZIONI   MODULARI. 

134.  Stabilita  l'esistenza  delle  funzioni  modu- 
lari per  qualunque  sottogruppo,  dobbiamo  passare 
alla  costruzione  della  loro  espressione  effettiva  in 
alcuni  casi  semplici. 

Si  sa  dalla  teoria  delle  funzioni  ellittiche,  che, 
se  2  ^ ,  2  £2  e  2  7^ ,  2  ^  sono  due  coppie  di  pe- 
riodi primitivi,  si  ha  : 

(1)  *(•&?,  O^Ok*  0> 

inoltre,  mi ,  w2  indicando  due  numeri  interi  qua- 
lunque : 

j  <«+2m{,4-2m2(2) 

dove: 


**%=mì  0*=I,  2). 


Tra  le  ^  e  le  7) .  ha  luogo  la  nota  relazione 


1ZI 


(3)  *,*.—  /C«j 

rte  imaginaria  di  - 

^2 


nell'ipotesi  già  fatta  che  la  parte  imaginaria  di  — ==^ 


sia  positiva. 

Facciamo  in  particolare,  n  essendo  un  nume- 
ro intero: 

(4)  g  =***+."&    **—%* 

e  nella  (1)  poniamo: 

n  n  2 

avremo,  per  la  (2)  : 


-V** 
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Ora,  tenuto  conto  che: 

•/i1'  =  7iI  -(-  «yi2, 
si  ha: 

<<  =  fc  +  wO<X  +  WìO 

e  per  la  (3): 

,    ,  2  »*t 

£%TO.&V.+  *■**>*»  ^*    V2 ^-' 

da  cui: 

Ne  segue,  per  la  (5): 

*±i  TTi  5±Ì  S7CÌ 

Se  n  è   pari,  e  "       =  e2fl  è    una    radice 

dell'unità  d'ordine  2«;  invece,  se  b  è  dispari,  po- 

sto  w  =  ip  -f-  1,  si  ha  e  =  e  n       ,  che  è  u- 

na  radice  dell'unità  d'indice  n  al  massimo.  Può  dirsi 
dunque  che  per  la  sostituzione  (4),  ossia  Sw,  la 
funzione  : 


2  ^r  yii    ,  «4-1     . 

27    I  !  -    ^2  J  -j ! — **. 
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"H^M 


si  moltiplica  per  una   radice    «-esima   o    2  «-esima 
dell'unità  secondochè  «  è  dispari  o  pari. 
Poniamo  ora: 

(6)  li^^^r-r-    2^+2^1 


fe  <7 


(7)      -e  «  g(  n         J»H 

ed    applichiamo    alle  ^ ,    ^    la    sostituzione   omo- 
genea : 

indicando  con  <t'hk  u  ciò  che  diviene  ahk  u  per  que- 
sta sostituzione.  Osservando  che: 

V,  =  «71,  -f-  $v2  =  (an-\-  i)ti1  -f-&«r,2, 
li'—Y**  +S7ia  =  c»y,I  -f-(d«-f  i)ti2, 
e  ponendo  per  brevità: 

haJrkc  =  L,     hb  -\-kd  =  M, 
hril  +  kn2  =  rì,     h^  +  k^  =  Kì 

si  ha  dalla  (6),  tenuto  conto  della  (1): 
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Ora,  per  la  (2): 

=(-.)""*».-'<-2--)«(»-¥), 

e  per  la  (6)  : 

/  2(\  -?(-4) 

quindi  si  ha,  riducendo  : 

Inoltre  : 

L  M  +  L  +  M  =  h2  ab  +  hk(ad  +  b  e) 
+  k2 ed  +  h(q  +  b)  -\-  k(c  +  d), 
quindi,  tenuto  conto  che  : 

si  ha  : 

/- \LM-(-L-4-Af  f \h2(ab-ha+h)-hhk(ad-hbc)-ì-k2{cd-hc-hd) 

d'altra  parte,  per  la  (3): 

-(*«,  +  /e  -OCL^+MO 
=  {Mh  —  LkXl,-n2  —  ^n,)  =  (Mh  —  Lk) 

Dunque  : 


7Ut 


=  [h2b  +  hk(d  —  a)  —  k2e]—. 


3 18  ESISTENZA   DELLE   FUNZIONI   MODULARI. 

/  _t    ..-      /         _\h2{ab+a+b)-*-hk(ad-hbc)-hk2(cd-*-c+d)^  , 

,    A  ?ì[h2b+hk(d-a)-k2c] 

(?){  x*n  *»« 

ib-hna+nb-i-b)-i-hk(vad-hnbc+d  —  a)-hk2(ncd-¥  nc+nd—c)] 


I      SÙ*'(««' 


Jb*' 


Pertanto  per  le  sostituzioni  (8),  ossia  per  le 
sostituzioni  del  gruppo  omogeneo  ra  {#lj ,  ^  »  varia 
d'una  radice  dell'unità,  e  quindi  una  certa  potenza 
di  ahhu  resta  invariata.  In  altre  parole,  la  <srhku, 
dove  r  è  un  certo  numero  intero,  è  una  forma  in- 
variante rispetto  al  gruppo  omogeneo  T    {w) . 

135.  Vediamo  ora  quali  tra  le  sostituzioni  (8) 
lasciano  invariate  tutte  le  vhlcu. 

Dalla: 
1  =<x.ìì  —  $Y  =  (an-\-  1  ) (d «  -f-  1)  —  ben2 
=  (ad  —  ho) n2  -f-  (a  -f-  d) n  -f-  1 
segue  : 
(1)  w(#d  —  £$)  -(-  a  -f-  d  =  o. 

a)  Sia  «  dispari.  Allora  dalla  (1)  segue: 
ad-\-bc  =  ad  —  bc  =  —  (a-\-d)  =  d  —  a  (mod  2). 

D'altra  parte,  scrivendo  la  (1)  così  : 
d(an-\-i)-\-a  —  bcn  =  a(dn-\-  i)-{-d —  bcn=o, 
si  vede  che,  se  a  è  dispari,  o  se  d  è  dispari,   de- 
vono esserlo  anche  b  e  e,  sicché  i  prodotti  a(b-{-i) 
e  d(c-f-i)  sono  sempre  pari: 

ab-\-a^dc-\rd  =  o  (mod.  2). 

Dopo  ciò  la  (9)  dell'art,  prec.  può  scriversi: 

<tbkU  =  (r—iy  e  Ghhu, 
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ossia  : 

7ri  H=£  [-h2b+hk(a-d)+k2c] 

(2)  *'hku==*  *hku. 

Perchè  tutte  le  ahku  restino  invariate,  è  ne- 
cessario e  sufficiente  (tenuto  conto  che  n  —  i  è 
pari)  che  la  quantità  tra  parentesi  quadre  sia  un 
multiplo  di  n  per  qualunque  sistema  di  valori  di 
h,  k,  cioè  che  sia  : 

£  =  e  =  a  —  d  =  o  (mod  n). 
D'altra  parte  segue  dalla  (i)  : 
a  -j-  d  =  o  (mod  ti), 
quindi  : 

a  =  b  =  c^d^o  (mod  n). 
Possiamo  scrivere  pertanto,  a',  b\  e',  d'    es- 
sendo numeri  interi: 

a  —  a'n,     b=.b'n,     c  =  c'n,     d  =  d'n; 
abbiamo  allora  : 
L       /a  p\        /a'n2+i       b' n2     \  '        .    h 

pfevri  ^T  ^^+i)^I(modn> 

Cioè  :  Per  n  dispari  le  sostituzioni  di  V  *  che 
lasciano  invariate  tutte  le  ihk  u  sono  quelle  che  co- 
stituiscono il  sottogruppo  omogeneo    T    (n2)  . 

b)  Sia  ora  n  pari.  Perchè  tutte  le  ahku  re- 
stino invariate,  la  quantità  tra  parentesi  quadre 
nell'ultima  espressione  (9)  dell'art,  prec.  dovrà  es- 


*  Più  esattamente  dovrebbe  dirsi:  del  gruppo   omoge- 
neo corrispondente  al  gruppo  non  omogeneo  I\ 
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sere  multipla  di  m  per  tutte  le  coppie  di   valori 
h,  k,  quindi  dovrà  essere: 

Ì71  ab  -\-  n  a  -\-  n  b  -\-  b  ^  o 
nad-\-nbc-{-d  —  a  =  o      (mod  2 ri). 
ncd-\-nc-\-nd  —  c  =  o 
Aggiungendo  alla  seconda  di  queste  congruen- 
ze la  congruenza  —  2nbc  =  o  (mod  2 ri),  essa  di- 
viene : 

n(ad  —  bc)-\-  d  —  #  =  o  (mod  2  ri) ; 
da  questa  e  dalla  (1)  segue: 

a~d^o  (mod  ri). 
La  prima  delle  (3)  diviene   allora,    indicando 
con  /  un  numero  intero: 

nzl-\-(n  -\-  i)b^o  (mod  2 ri), 
ossia,  tenuto  conto  che,  per  essere  ri  pari,  n2  è  di- 
visibile per  2  n  : 

(n-\-  i)b  =  o  (mod  2 ri), 
da  cui,  essendo  n  -\-  1   dispari  : 

b  =  o  (mod  2  »). 
In  modo  analogo  risulta  dall'ultima  delle  (3): 

e  =  o  (mod  2  «). 
Possiamo  scrivere  quindi,  0',  £',  e',  rf  essen- 
do interi: 

a  =  a'n,     b  =  2b'n,     c  =  2c'n,     d  =  d' ri, 
ed  abbiamo  allora  dalla  seconda  delle  (3): 

n> (a' d'  -f-  4 &' e')  -\-n{d'  —  a')  =  o  (mod  2 ri), 
ossia  : 

rf*  —  a'  =  o  (mod  2). 


ossia  : 

o: 

V 
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Posto  pertanto  : 

a!  =  2  a"  -j-  vi, 
dove  7]  ha  uno  dei  valori  o,   i,  sarà  anche: 

d'  =  là"  -f-  '/), 
ed  avremo  : 

r(2tf"  +  7)>2  +  i  2^n2  1 

I  2C'^  (2d"  +  Y])«2+lJ' 

=  (0    i)    (m°d2w2)? 

sostituzioni  che  definiscono  un  sottogruppo  omoge- 
neo d'indice  ;v-(2w2).  Dunque: 

Per  n  pari,  le  sostituzioni  di  T  che  lasciano 
invariate  tutte  le  <shi  u  formano  un  sottogruppo  o- 
mogeneo  r^ . 

136.  Una  questione  diversa  dalla  precedente 
è  quella  della  ricerca  delle  sostituzioni  di  T  che 
lasciano  invariata  una  singola  vhku.  Per  trattare 
questo  problema,  costruiamo  anzitutto  l'equazione 
di  periodicità  della  Ghku  rispetto  agli  indici. 

Dalla  (6)  dell'art.   134  segue: 

(0  '»^,»+f,«=«V  '*[>*-  ~  —K'\  : 

dove  vi,  x.  hanno  ancora  il  significato  loro  attribuito 

VlVANTI.  2  1 
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nell'art,  citato,  e  inoltre: 

D'altra  parte  dalla  (2)  dello  stesso  art.  si  ha  : 

e  di  più  la  (6)  può  scriversi  :' 

(3)        av'~V/     "  M' 

Moltiplicando  fra  loro  le  (1),  (2),  (3),  ed  os- 
servando che,  per  la  (3)  dell'art,  cit.,  si  trova: 


*!%.— 

-*n' 

=?<- 

-i»*t 

?'0, 

risulta  : 

(4)   ?*^ 

,^qn  U  : 

TT.C- 

_  jyt+jH-. 

_5S(rt- 

iffc) 

che  può  anche  scriversi: 

~\pk-qh) 


GhklL 


(5)    "w,H^fll  «  =  (-1)'  77  « 

Di  qui  si  vede  che,  se  si  aggiungono  agli  in- 
dici di  ahku  dei  multipli  di  »,  la  funzione  resta 
invariata  a  meno  d'un  fattore  costante  che  è  una 
radice  dell'unità.  Basta  quindi  considerare  le  Ghk  u 
in  cui  le  b9  k  sono  rispettivamente  incongrue  ri- 
spetto ad  n. 

Un'altra  formola  importante  è  la  seguente, 
dove  a,  fi,  y,  &  sono  gli   elementi    d'una    sostitu- 
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zione  modulare  qualunque: 

Essa  si  ottiene  immediatamente  dalla  (7)  del- 
l'art.  134,  tenendo  conto  della  (1)  dello  stesso  art. 

Dopo  ciò,  se  una  sostituzione  modulare  (   "   *  1 

muta  la  tf^fo,  iQ  in  sé  stessa,  cioè  è  tale  che  si 
abbia  identicamente: 

si  avrà  anche,  per  la  (6)  : 


cr 


/><*+*-(•,  fcp+feS 


fej  XÙ*?*n(X*>  O- 


Ne  segue  che  deve  essere  : 

h&+Ìf  =  b,     h$  +  kì>  =  k, 
donde  : 

h  —  y     _  Ò  —  1 

X:~a  — 1  —^T' 
e  quindi  : 

che,  insieme  alla  : 

a  ^  —  p>  y  ==  J  ? 
ci  dà  : 

«  -j-  &  =  2. 

Dunque  la  sostituzione  considerata  è  parabo- 
lica (art.   25). 

Poniamo  a  =  1  -f-  0,  quindi  &  =  1  —  6  ;  sarà, 
indicando  con  d  il  massimo  comun  divisore  di  h, 
k,  e  ponendo  h  —  dh',  k  =  dkf: 
}/_   _Z1Y_     0 
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quindi,  "X,  p,  essendo  due  interi  : 

—  y—  à//?      0  —  A  k'  =  p  h\      £  =  (/.&'. 

Dalla  relazione  lk'  =  y<h'  segue,  essendo  h\ 
k'  primi  tra  loro  : 

quindi  : 

0L=i-\-rh'k\     fb=rfc'%     y=: — rh'\     l=zi—rh'k'. 

La  sostituzione  considerata  i      *  1  è    dunque 

(art.    91)    la     potenza   r-esima    della    sostituzione 
parabolica  di  ampiezza  1  : 


V 


/i+h'k'  k'2       \ 

~\    —  h'2        i  —  h'k'ì 


Supponiamo  che  i  tre  numeri  h9  k,  n  non 
abbiano  alcun  divisore  comune. 

Allora  due  potenze  di  V  saranno  congruenti 
rispetto  ad  n  sempre  e  soltanto  se  lo  sonò  i  loro 
esponenti.  Infatti,  se   Vs  =  V ,  cioè  se  : 

i+ji'Vsi^^i',  sk'2  =  tk'2, 
—  sh'2~  —  th'2,  i—sh'k'=i—th'k'(moàn), 
ne  segue  necessariamente,  nell'ipotesi  fatta,  s  s  t 
(mod  ri)  ;  e  reciprocamente,  se  sussiste  questa  re- 
lazione, sussistono  anche  le  precedenti,  e  si  ha 
Vs=Vl. 

Pertanto  le  sole  potenze  di   V  diverse  tra  loro 
sono  1,   F,   P,  ...  ,   Vn'\ 

Combinando  queste  sostituzioni  con  quelle  che 
lasciano  invariate  tutte  le  <jw,  si  ottengono    tutte 
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le  sostituzioni  che  lasciano  invariata  la  #u  consi- 
derata. 

I  sottogruppi  che  così  risultano  sono  tra  loro 
equivalenti,  giacché  il  sottogruppo  formato  dalle  so- 
stituzioni che  lasciano  invariate  tutte  le  ahh  è  inva- 
riante, e  i  sottogruppi  come  i,  F,  V2 ,  .  .  .  ,  FW_I 
sono  tutti  tra  loro  equivalenti,  essendo  tali  tut- 
te le  sostituzioni  paraboliche  di  ampiezza  uno 
(art.  91). 

Vogliamo  determinare  il  numero  delle  fun- 
zioni Ofij  in  cui  h,  k,  n  non  hanno  fattori  comuni. 

Sia  pi  un  fattore  primo  di  n.  Per  formare 
una  coppia  di  numeri  h,  h  minori  di  n  e  non  con- 
tenenti ambidue  il   fattore  pi ,  si   può    combinare 

fi 
uno  degli  —  numeri  minori  di  n  e  divisibili  per 

pi    con  uno  degli    In j  rimanenti,    oppure 

uno  di  questi  ultimi  con  uno  qualunque  degli  n 
numeri  minori  di  w,  sicché  si  hanno  in  tutto  : 

p,  V -  ..  a ■/    V      pj        V      pi) 

combinazioni.  Ora,  se  p2  é  un  fattore  primo  di  n 


numeri 
n 


fi  ì  ti  \ 

diverso  da  p  ,  fra  gli  — ,  (  n | ,  n 

1  Pl  \  Pi! 

considerati    ve    ne    hanno  rispettivamente 

1    /            ti  \      ti 
- —  in 1 ,  —  divisibili  per  p2 ,  sicché  tra  le 

f  2     \  r  1   /  "2 
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combinazioni  formate  ve  ne  saranno  : 

ni  n  \    .    /  n  \   n         n2  /  I   \ 

costituite  da  due  numeri  divisibili  per  p2  ;  restano 
quindi  : 

combinazioni  di  due  numeri  non  aventi  per  fattore 
comune  né  px  né  p% .  Così  continuando,  si  con- 
clude che  il  numero  delle  combinazioni  di  due  nu- 
meri h,  k  minori  di  n  e  tali  che  h,  k,  n  non  ab- 
biano alcun  fattore  comune  è  : 

«"•('-7;)('-ir)  ■■;(-?)•   ; 

Pyi  Pzi  •  •  •  5  Pr  essendo  i  fattori  primi  differenti 
di  n.  Posto,  come  si  usa  nella  teoria  dei  numeri: 

inoltre  : 

la  (7)  può  scriversi  (p(w)^(n).  Con  questa  nota- 
zione si  ha  : 


*)  Come  è  noto,  cp  (V)  esprime  il  numero    dei    numeri 
minori  di  n  e  primi  con  n. 
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Dopo  ciò  calcoliamo  il  numero  dei  sottogruppi 
equivalenti  al  sottogruppo  che  lascia  invariata  una 
<Jhk .  Poiché  questo  si  ottiene  combinando  V  e  le 
sue  potenze  col  sottogruppo  che  lascia  invariate 
tutte  le  <rHJ  e  poiché  quest'ultimo  consta  di  sosti- 
tuzioni tutte  s  1  (mod  «),  al  sottogruppo  consi- 
derato di  T  corrisponderà  in  G^(n)  il  sottogruppo 
(1,  V,  .  .  .  ,  Z7"-1).  Per  risolvere  il  problema  pro- 
postoci cercheremo  quindi  di  determinare  il  massi- 
mo sottogruppo  di  G  (n)  in  cui  (i,  V,  ... ,  Vn~l) 
è  contenuto  come  sottogruppo  invariante.  Conside- 
riamo per  semplicità  la  gqi  *,  sicché  h  =  o,  &===  ij 
quindi  h'  =  o,  k'  =  i,  e  : 

Se   [7  =  1      k  j    è    permutabile    col    gruppo 

(i,  5^  S%  .V.  ,  5M-!),  si  ha: 

U~lSU  =  Sr, 
ossia  : 

(_;<  ,;'.t)-(ì '.)'-■> 

Ne  segue  : . 
(8)   1  —  a y  =  1  -(-  a y  ==  +  i5  y'  =  °  (m°d  w); 


*)  È  quasi  superfluo  avvertire  che  il  ragionamento  ^ale 
per  qualunque  coppia  di  valori  h,  k. 
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sommando  le  due  prime,  si  ha  : 

.    2  =  +  2  (mod  ri), 

sicché,  se  n  >  4,  deve  prendersi  il  segno  superiore, 
e  dalle  (8)  risulta  : 

a  y  =  o  (mod  ri). 

Moltiplichiamo  questa  congruenza  per  à  e  l'ul- 
tima delle  (8)  per  —  fi  e  sommiamo  ;  tenuto 
conto  che  a  ri  —  p  y  —  1 ,  avremo  : 

Y  =  O  (mod  n), 
quindi  : 

aJ  =  i   (mod  n). 

Ad  a  può  darsi  dunque  uno  qualunque  dei 
<p(/z)  valori  incongruenti  primi  con  n,  e  per  cia- 
scuno di  questi  ri  resta  determinato  ;  (4  poi  è  del 
tutto  arbitrario,  cioè  può  prendere  n  valori.  Per- 
tanto il  numero  delle  sostituzioni  U  permutabili 
con  S  è  n  9  (n)  ;  esse  si  riducono  ad  ~  n  <p  (ri),  do- 
vendosi considerare  come  eguali  due  sostituzioni 
i  cui  elementi  sono  eguali  ed  opposti.  Ne  segue 
che  il  numero  dei  sottogruppi  diversi  equivalenti 
al  sottogruppo  che  lascia  invariata  una  <shk  è 
pt  (ri)  :  ~  n  f  (n),  ossia  <l  (ri). 

Dunque  :  Le  ahh ,  per  cui  h,  k,  n  non  hanno 
alerti  divisore  comune,  sono  in  numero  di  <p  (ri)  ^  (n), 
e  si  dividono  in  ^(n)    sistemi,   ciascuno    dei  quali 
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consta  di  o(rì)  funzioni  invarianti  rispetto  ad  uno 
stesso  sottogruppo  di  V  *. 

Abbiano    ora  /?,  k,  n  un  divisore  comune  t. 
Posto  : 

h  =  th',     k  =  tk\     n  =  tn', 
si  ha  dalla  (6)  dell'art.   134: 

sicché  nel  caso  considerato  la  ahk  può  considerarsi 
come  una  ab,k,  relativa  al  divisore  n' .  Dunque  : 
Le  ahk ,  per  cui  h,  h}  n  hanno  il  massimo    comun 

divisore  t  ^>  1,  sono  in  numero  di  9  I  —  j  <j/  I  —  1 , 

e  si  dividono  in  ty  I  —  I  sistemi,  ciascuno  dei  quali 

consta  di  91  —  )  funzioni  invarianti  rispetto  ad 
uno  stesso  sottogruppo  di  T. 


*)  Queste  conclusioni  valgono  anche  per  n  =■  3  ;  val- 
gono pure  per  n  =  2,  giacché  in  questo  caso  è  indifferente 
prendere  l'uno  o  l'altro  segno  nella  prima  delle  (8).  Per 
n  =  4,  oltre  le  soluzioni  ottenute  col  ragionamento  del  te- 
sto, se  ne  ottengono  altre  due  prendendo  nella  prima  delle 
(8)  il  segno  inferiore,  e  cioè  : 


*=*•**  P=j°>  y  =  2>  8 
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137.  Anche  le  potenze  «-esime  delle  chh  sono 
funzioni  invarianti  rispetto  a  certi  sottogruppi  di  I\ 

Si  ha,  per  n  dispari,  dalla  (2)  dell'art.   135: 

ossia,  poiché  »  —  1   è  pari  : 

Per  «  pari,  la  (9)  dell'art.  134  ci  dà  immedia- 
tamente : 

Cioè  :  Le  sostituzioni  Z7  =  1  (mod  nj  lascia- 
no invariate  le  funzioni  [aìk  u]2,\  e,  se  n  è  dispari, 
anche  le  [gu  u]n. 

138.  Le  funzioni  iw  sin  qui  considerate  sono 
funzioni  omogenee,  ossia  forme,  di  ^  ,  ^ ,  di  gra- 
do  1. 

Ricordiamo  la  forinola  : 

(;  ku 
sen  — 
1 ^ 
sen2-^ 

Posto,  come  innanzi: 

htix  -f-  kr^  ==  r,,     Jr^  -j-  ^^2  ==  ^ 
abbiamo  di  qui  e  dalla  (7)  dell'art.   134: 

2-m       ^21!  oc    /         sen2 
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ossia,  tenendo  conto  della  (3)  dell'art,  stesso: 


(0      -^^sen^fl 


"K.^ 


^2 

Come  si  vede,  tranne  il   fattore  £,,  tutti  gli 

Z 
altri  dipendono  solo  dal  rapporto  — ,  il  che  prova 

■(.2 

l'asserto. 

Pertanto,    prendendo  i  quozienti    di   potenze 

Z 
eguali  delle  chk ,  avremo  delle  funzioni  di  —  in- 
vi 
varianti  per  certi  sottogruppi  di  r,  cioè  delle  fun- 
zioni modulari. 

139.  Per  la  ristrettezza  dello  spazio,  dobbiamo 
limitarci  ad  applicare  le  considerazioni  esposte  ad 
un  solo  esempio,  ed  al  più  semplice  di  tutti  :  quello 
delle  funzioni  invarianti  rispetto  al  sottogruppo  T6 . 
In  questo  caso  n  =  2,  quindi  possiamo  dire  che 
le  a\k  sono  forme  invarianti,  e  i  loro  rapporti  fun- 
zioni invarianti. 

Noi  ci  proponiamo  di  esprimere  mediante  que- 
ste funzioni  invarianti  una  funzione  invariante  X 
che  vogliamo  ora  definire. 

Sappiamo  che  (art.   131),  se: 

CO        z  =  (*'8  +  iy,    z  =  /(0, 
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£  è  funzione  uniforme  di  £,  e  più  precisamente 
una  funzione  modulare  appartenente  al  sottogruppo 
T6 .  La  stessa  cosa  può  dirsi  evidentemente  se,  in- 
vece delle  (i),  si  hanno  le: 

(2)       z'  =  ^±Jl,    z  =  /(o, 

il 

dove  Z  e  Z'  sono  esprimibili  razionalmente  l'una 
per  l'altra,  cioè  sono  funzioni  lineari  l'una  dell'altra. 
Noi  supporremo  : 

inoltre  invece  di  ^  introdurremo  una  sua  funzione 
lineare  >.  Questa  sarà  ancora  una  funzione  modu- 
lare relativa  al  gruppo  T6 . 

La  relazione  che  supponiamo  esistere  fra  ^  e 
a  è: 

1  '  2 

Mediante  le  (3),  (4)    la  prima    delle  (2)    di- 
viene : 

Z I   __  (2  V  —  3  A2 3  A  -f  2)2 

■~z~-       4(A2-A+iy 

Se  ne  deduce  facilmente: 

4(V-X  +  i)3 
27V(X—  i)2    ' 
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sicché  può  scriversi: 

Z—  i  :Z:  i 

=(2V- 3  a2— 3^+2)2:4(X2— A-\-iy>:27l\l— i)2, 
od  anche,  per  essere  Z  =  J  : 

27  £2  :  £]  :  A 
=(2V— 3V— 3a+2)2:4(a2— \-j-i)3:27VO—  i)2. 
Da  queste  formole  si  vede  che  i  valori  di  1 
corrispondenti  ad  /  =  co  sono  X=  1,0,  o© .  Ora, 
poiché  i  nodi  della  rete  di  T6  sono  tutti  punti 
dell'asse  reale,  cioè  omologhi  rispetto  a  Y  al  punto 
all'infinito,  e  poiché  per  ^  =  oo  si  ha  /  e=  od,  ne 
segue  che  in  tutti  i  nodi  della  rete  di  F6  si  ha 
/  =  co  ,  e  quindi  che  in  questi  nodi  1  prende  i  tre 
valori  i,  o,  co  .  Fra  i  nodi  della  rete  considerata 
vi  sono  i  punti  ^=i,  o,  co;  quindi  può  con- 
cludersi che  ai  valori  i,  o,  co  di  ^  corrispondono 
i  valori  i,  o,  co  di  1.  L'ordine  di  corrispondenza 
di  questi  valori  è  arbitrario,  giacché  ^',  e  quindi  \ 
non  è  stato  definito  in  modo  unico,  ma  soltanto 
come  radice  d'un'equazione  algebrica;  fissando  in 
un  modo  qualunque  tale  ordine,  noi  verremo  ad 
individuare  a.  Noi  stabiliremo  : 

())      HOf11;    K°)  =  °>    Hco)  =  co. 

Se  a  £  si  fa  subire  una  sostituzione  modulare, 
1  si  muta  in  un'altra  radice  dell'equazione  che  lo 
lega  a  /;  ma,  essendo  Té  di  genere  zero  (art.  98), 
tutte  le  radici  dell'equazione  sono  (art.  1 3  3 ,  tf )  fun- 
zioni lineari  d'una  di  esse.  In  altre  parole  ad  ogni 
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sostituzione  modulare  di  ^  corrisponde  una  sostitu- 
zione lineare  di  a. 

Cerchiamo  le  sostituzioni  di  a  corrispondenti 

alle  sostituzioni  5,  T  di  £  Sieno  esse  8 ==  1       ,  l , 

(a'  b'\       .    ,  . 
T  =  (    ,    ,,  1 ,    sicché  : 

Poniamo  in  queste  relazioni   successivamente 
^t==  r,  o,  oo  ;  avremo,  tenendo  conto  delle  (5)  ed 
osservando  che  a (2)  =  a(o),  a(—  i)  =  a(i): 
a  +  i  &  0 

c-\-  d1  al  e 

a'  +  &'  >'  «' 

e  di  qui: 

a  =  —  b  =  —  d,     c  =  o;     a'  =  d'  =  o,     b'  =  c', 

sicché  può.  porsi: 

e  le  (6)  divengono: 

Le  sostituzioni  S,  T  genereranno  un  gruppo 
isomorfo  oloedricamente  al  gruppo  G6 ,  cioè  un 
gruppo  diedrico.  Le  6  sostituzioni  di  questo  gruppo 
sono  : 
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.*=(_-),  «={;-;).  «m_:> 

Quindi,  se  si  indica  semplicemente  con  a  uno 
dei  valori  di  a  corrispondenti  ad  un  determinato 
valore  di  /,  i  6  valori  di  a  corrispondenti  a  quel 
valore  di  /,  ossia  le  6  radici  dell'equazione  : 

^r-i  +  iy 


J   ~~     27A2(A—  I)2 

saranno  : 

Ali"                          '                     X_I 

A 

'           "À     1      Ij           A     '        —  À-f-l'               A         ' 

A—   I 

Poniamo  : 

»-& 

precisando  meglio  le  11 ,  a2  come  segue  : 

dove  a'  rappresenta  la  derivata  di  a  rispetto  a  $ 
Avremo  : 

ossia,  indicando  con  ib  un  fattore  da  determinarsi: 

(  27hgi=(2\i-3r\-3\v2  +  2xiy 
(8)         hl  =  4(K-\\  +  Ky 

Poiché  le  Xt ,  a2  sono  forme  di  i°  grado  nelle 
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%j ,  X.2 1  mentre  le  g2,  g, ,  A  sono  rispettivamente 
(art.  129)  di  grado  —  4,  —  6,  —  12,  risulta  che  & 
è  una  forma  di  grado  18. 

Per  determinare  questa  forma,  dobbiamo  tro- 
vare le  sostituzioni  lineari  omogenee  che  subiscono 
li ,  a2  quando  a  subisce  le  sostituzioni  S,  T. 

Sia  in  generale  (  ,  l  la  sostituzione  che  su- 
bisce \  quando  a  ^  si  applica  la  sostituzione  I  vi, 
sicché  : 

Derivando  si  ha  (supposto  a<$  —  py  ==  1): 
ossia  : 


(io)      ± 


€m) 


A'(0 


Ora  dalla  seconda  delle  (7)  segue: 


?«m 
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quindi  per  la  (io),  tenuto  conto  delle  (7): 
e  di  qui  infine,  per  la  (9): 

k    'ì         ^4>^,;0..iè.^fc.;:là 

Le  (11),  (12)  danno  le  due  sostituzioni  omo- 
genee corrispondenti  alla  sostituzione  non  omoge- 
nea (9). 

In  particolare  alle  sostituzioni  non  omogenee 
S,  T  corrispondono  le  seguenti  sostituzioni  omo- 
genee, che  indicheremo  colle  stesse  lettere: 

Per  scrivere  più  brevemente  queste  formole, 
indichiamo  rispettivamente  con  V,  Xjf  le  trasfor- 
mate di  X.  mediante  le  sostituzioni  S,  T.  Avremo  : 

\±ìr,  =  -\+\      T)±jr=\ 
l±iK  =  \  ii.ix;'==v 

È  facile  verificare  che  le  S,  T  trasformano 
in  sé  stessa  la  forma  [àiX2(Xi — X2)]4,  sicché  que- 
sta è  una  forma  modulare  principale;  e  poiché 
tale  è  anche  A,  lo  sarà  pure  il  prodotto 

Ma  questo  prodotto  è  di  grado  zero,  quindi 

VlVANTI.  J2 
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esso  è  una  funzione  principale,  cioè  una  funzione 
razionale  di  /.  D'altra  parte  segue  dall'ultima  delle 
equazioni  (8)  : 

03)  ■       fi[\\(.\-\)T  =  w, 

sicché  h2  A3  è  una  funzione  modulare  principale, 
cioè  una  funzione  razionale  di  /,  p  (/).  Cerchiamo 
di  determinare  la  forma  di  questa  funzione. 

A  tal  uopo  osserviamo  anzitutto  che,  se  si 
rappresentano  sopra  un  piano  i  valori  della  fun- 
zione a(^),  e  su  questo  piano  si  costruisce  la  su- 
perficie di  Riemann  di  cui  ogni  foglio  corrispon- 
de ad  un  bitriangolo  della  rete  di  T6,  i  punti  di 
diramazione  di  questa  superficie  corrisponderanno 
ai  nodi  della  rete  considerata,  e  perciò  solo  in 
questi  nodi  sarà  >/(^)  =  o.  Ne  segue  che  nei 
punti  non  appartenenti  all'asse  reale  a'(^)  non  è 
mai  nulla. 

Inoltre,  siccome  il  solo  punto  del  triangolo 
fondamentale  della  rete  modulare  in  cui  a  —  00  è 
il  punto  all'infinito,  così  per  ogni  valor  finito  di 
^  contenuto  in  questo  triangolo  li  e  Xa  avranno 
valor  finito.  Lo  stesso  può  dirsi  di  A,  come  risulta 
dalla  sua  espressione.  Pertanto  il  solo  punto  del 
triangolo  fondamentale  della  rete  modulare  in  cui 
la  funzione  (13)  può  divenire  infinita  è  il  punto 
all'infinito.  Ora  si  ha,  per  %=i  co,  t=o  (art.  129), 
e  quindi  le  espressioni  approssimate  di  g3Ì  g  ,  A  per 
lim£=ioo  sono  (v.  le  formole  dell'art.   129): 
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*>=Mi)4'  *r3i*(r)''  a=(ì)'2t; 


ne  segue: 


T  S2 


\  I23T 

D'altra  parte  : 

J~   27        A2(X  —  I)2      ' 

donde  la  forinola  approssimata: 

7  =  ±a2, 
ossia  : 


1/ 


27/  __    ; 

4  i6|/t 


Derivando    si    ha    di    qui,    tenuto  conto  che 

dr 

— -  =  2xjt: 
di 

i6|/t 

quindi,  per  le  (7): 

2  7ù|/t 

donde  : 
e  infine  : 
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Dunque  la  funzione  considerata  non  diviene 
infinita  in  alcun  punto  del  triangolo  fondamentale, 
quindi  non  lo  diviene  in  alcun  punto  del  piano, 
e  però  si  riduce  ad  una  costante,  e  precisamente 
a  36. 24.   Pertanto  si  ha: 

108 

e  le  (8)  divengono  : 


(14)  /  ^2-\\  +  K  =  Mt 


\K(\-\)  = 


2 


Poniamo 


osservando  che  V  resta  invariata  per  le  stesse  so- 
stituzioni che  lasciano  invariata  a,  si  vede  che  ~- 

è  una  funzione  modulare  relativa  al  sottogrup- 
po f6.  D'altra  parte  g^  è  una  forma  modu- 
lare   di  grado  4  relativa    allo    stesso   gruppo,   sic- 

che  — |*  è  una  funzione  modulare.  Ne  segue   che 
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anche  0  ~=  — ^  è  una  funzione  modulare    relativa 

al  gruppo  T6 .  Di  più  tanto  aoi  che  \l  restano  in- 
variate per  la  sostituzione  S.  Si  ha  infatti  anzi- 
tutto dalla  (i)  dell'art.  138,  facendo  in  essa  h=o, 


2*U[*       sen^" 

ed  è  facile  vedere  che,  se  si  applica  la  sostituzione 
omogenea  5: 

essa  resta  invariata.  Quanto  alla  fi,  si  osservi  che, 
se  le  Xi  5  Xa  subiscono  la  sostituzione  5,  la  1  su- 
bisce la  corrispondente  sostituzione  lineare  I  I, 
sicché  : 

donde  : 

ne  segue: 

u(z4-7    ^-8^H^+i)[K^+i)-i] 

Risulta  di  qui  che  la  funzione  0  è  invariante 
per  la  sostituzione  5.  Se  quindi  consideriamo  la 
parte  di  un  campo  fondamentale  di  T6    compresa 
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tra  due  parallele  all'asse  y  distanti  tra  loro  di  i, 
in  quest'area  6  prenderà  tutti  i  valori  di  cui  è  su- 
scettibile. Prendiamo  in  particolare  come  campo 
fondamentale  quello  disegnato  nella  fig.  29,  e  come 
striscia  quella  compresa  tra  le  rette  di  ascisse  +  —  • 
In  questo  campo  6  deve  prendere  il  valore  00,  e 
poiché  ciò  che  si  dice  per  6    può    ripetersi    anche 

per  -7-,  anche  -7—  deve  divenire  infinita,  sicché  6 

deve  prendere  anche  il  valore  o.  Ora  può  dimo- 
strarsi che  in  nessun  punto  del  campo  considerato 
diverso  dai  punti  ^  =  o,  ^  =  i  00  la  0  può  essere 
nulla  né  infinita.  La  ®ót ,  come  si  vede  dalla  sua 
espressione,  è  sempre  finita  e  diversa  da  zero  per 

tutti  i  valori  finiti  e  complessi  di  —  ;  d'altra  parte, 

poiché  per  £  finita  e  diversa  da  zero  tanto  A  che 
a2  sono  finite  e  diverse  da  zero,  lo  stesso  può  dirsi 
di  [/.,  e  con  ciò  è  provato  il  nostro  asserto.  Ne 
segue  che  nel  punto  %  =  i  oc  la  0  dev'essere  o  nulla 
o  infinita. — Calcoliamo  ora  direttamente  il  valore 
approssimato  di  6  nel  punto  all'infinito.  Poiché  : 
lini  sen  ^  =  i  co , 

si  ha  come  espressione  approssimata  di  90ì  : 

Ol  «-      ' 

d'altra  parte  dalle  espressioni  approssimate  di  a,  a' 
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segue  : 

Quindi: 

Ciò  prova  che  G  è  semplicemente  una  costante, 

sicché  si  ha: 

a4  =  —  2  li.. 
01  1 

Facciamo  ora  nella  (6)  dell'art.   136: 
h  =  o,  jb f==  I,  a  =  o,  £  =  —  1 ,  y=i,  S  =  o  ; 
avremo  : 

relazione  la  quale  ci  dice  che  la  <toi  per  opera  della  so- 
stituzione T  si  trasforma  nella  a  .  D'altra  parte  A2  per 
la  Tsi  trasforma  in  zH'\,  \  in  ifcfK?  e  quindi,  Per 


l'ultima  delle  (14),  A4  si  trasforma  in  _[_  iA4.  Ne 

—-^  si  trasforma  in  — v==|   V.  , 

A4  A4 


segue  che  f*== -^  si  trasforma  in  — l=v|     S 


sicché  si  ha  : 

-^  =  2  . 


v 


Di  qui  e  da  ciò  che  prima  si  è  trovato  risulta  : 


a               <j4 
i 01 

V  G4     ' 

io 

ossia  : 
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Cosi  siamo  riusciti  ad  esprimere  a  mediante 
forme  modulari  relative  al  sottogruppo  omoge- 
neo r6 . 

Dall'espressione  trovata  risulta  facilmente  il 
significato  geometrico  della  funzione  X. 

Ricordiamo  che,  se  %,  è  uno  dei  semiperiodi 

i>  *,*  =t5  =— s.— *,>  si  ha: 

*  r  ^  a2  u  g2  Xj 

siccome  poi: 

0  O  —  io  =  —  e'2Tiitt  G(u  +  Ì)  > 

questa  formula  può  scriversi: 

pu_piì  =  e-^^±iù, 

r  f.y  g2ug2^. 

Diamo  ad  i  successivamente  i  valori  i,  2  e 
facciamo  u  =±  jr  5  dividendo  l'una  per  l'altra  le  due 
equazioni  risultanti,  e  ponendo  al  solito  p^.  —  en 
avremo  : 

Ora  la  g  u  è  funzione  dispari,  sicché  : 
<l2  +  *3)  =  <~  O  =  —  »£  > 

tib.&jQwÀ—  0  =  —  **.* 

inoltre,  per  la  (3)  dell'art.  134: 

(».  —  *,)<j  =  (^  ~  ?.)&  +0 

=^^2—  ^,  +  ^r- 1,^  =  ^— ^+-^- 

Quindi  la  formola  precedente  diviene: 
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3 

—  ^_ 

—  —  e 

*ty»ti- 

•M,) 

^tl 

e, 

—  e>~ 

^' 

D'altra 

parte 

segue 
i 

dalla 

(7) 

dell'art. 

_^2 

134: 

*I0  =  - 

2 

-  e 

G^> 

01 

-  e          a 

X, 

quindi  : 

e  in 


fine: 


<747 

^2 


Rammentando  che  ei9  e2ì  e  ,  co  sono  le  4  radici 
della  forma  biquadratica  fondamentale  delle  funzioni 
ellittiche  ridotta  alla  forma  di  Weierstrass: 

può  dirsi  che  la  funzione  1  esprime  il  rapporto 
anarmonico  dei  punti  aventi  per  ascisse  queste  4 
radici  presi  in  un  ordine  opportuno.  È  chiaro  poi  : 

a)  Che  i  6  valori  di  1  ci  danno  i  6  valori 
del  rapporto  anarmonico  dei  4  punti  presi  in  tutte 
le  disposizioni  possibili  (come  del  resto  si  vede 
dalle  espressioni  esplicite  già  trovate  di  questi  6 
valori)  ; 

b)  Che,  per  la  proprietà  invariantiva  del  rap- 
porto anarmonico,  1  esprime  il  rapporto  anarmonico 
delle  radici  della  forma  biquadratica  anche  quando 
questa  non  sia  ridotta  alla  forma  di  Weierstrass. 

Procedendo    in   modo  simile,   ma  con  calcoli 
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sempre  più  complicati,  si  potrebbero  ottenere  le  e- 
spressioni  per  mezzo  di  ^  delle  funzioni  invarianti 
rispetto  ai  sottogruppi  Fi2,  r  ,  T0o,  espressioni 
di  cui  possiamo  affermare  a  priori  l'esistenza,  in 
virtù  del  teorema  dell'art.   132. 

Equazioni  poliedriche  e  modulari  *. 

140.  Se  si  eguaglia  ad  una  costante  una  delle 
funzioni  poliedriche  o  modulari,  si  ha  un'equazione 
poliedrica  o  modulare.  La  risoluzione  di  una  di  tali 
equazioni  ci  dà  i  punti  del  piano  in  cui  la  corri- 
spondente funzione  prende  un  medesimo  valore. 

Le  equazioni  poliedriche  e  modulari  possono 
tutte  risolversi  con  un  unico  metodo,  che  si  fonda 
sulla  considerazione  di  un'equazione  differenziale 
detta  equazione  di  Schwarz. 

Sia  in  generale  Z(^)  una  funzione  uniforme 
di  x.  cne  riprenda  il  proprio  valore  in  tutti  i  punti 


*  Alla  denominazione  equazione  modulare  si  dà  nella 
teoria  delle  funzioni  ellittiche  un  senso  diverso  ;  essa  indica 
la  relazione  tra  i  moduli  di  due  funzioni  ellittiche  legate  da 
una  trasformazione  di  grado  superiore  al  primo.  Klein  di- 
stingue i  due  significati  adoperando  per  l'uno  Modulgleichung, 
per  l'altro  Modular gleichung.  Per  noi  però  non  c'è  pericolo 
di  equivoco,  giacché  delle  equazioni  modulari  nel  senso  testé 
indicato  non  avremo  occasione  di  occuparci. 


EQUAZIONI    POLIEDRICHE    E    MODULARI. 


347 


omologhi  di  una  rete  regolare,  i  cui  angoli  sieno 


La  ^  può  considerarsi  come  una  funzione  di 
Z  che  per  ogni  valore  di  Z  prende  più  valori  legati 
tra  loro  da  sostituzioni  lineari.  Denotiamo  momen- 
taneamente con  %j  £  due  valori  di  ^  corrispondenti 
ad  uno  stesso  valore  di  Z,  sicché: 

ed  indichiamo  con  apici  le   derivazioni    rispetto  a 
Z.  La  (i)  può  scriversi: 

Derivando  tre  volte  rispetto  a  Z  si  ottiene  : 

y(£"'+3^"+3^"'C'+ro+*;"'-<"=°, 

e  di  qui,  eliminando  a,  y,  o  : 


o  = 


»< 
^ 


«'-.+  < 


f  r 


tCtt+*?rCj.+^ 


tv 

C" 


3t 


/C" 


+  k"?'-R 


da  cui  sviluppando: 
gì'         3    /?" 


i(S)'=9--Hf)' 


348  EQUAZIONI    POLIEDRICHE    E    MODULARI. 

Noi  porremo,   0  essendo  una  funzione  di  Z: 

Allora  l'ultima  relazione  trovata  può  scriversi  : 

essa  ci  dice  che  [%\z  è  una  funzione  uniforme  di  Z. 

Cerchiamo  di  determinare  l'espressione  di  que- 
sta funzione. 

Osservando  che  la  (i)  dell'art.  130  può  scri- 
versi : 

i-Ì,=KZ-  z0)+  kìz-  zj+k2(z-zj>+  -, 

si  ha  dalle  (i)-(5)  dell'art,  stesso: 

Per  un  punto  ^o  che  non  sia  un  nodo: 
K'  =  k,    x."  =  2kt,    l"'  =  6k2, 
quindi  : 

M  -WK-K) 

VKh  —         p 

Per  un  nodo  a: 

1  1 

r  _  *(*  ~  *,)(*  -t  ^  v,)(z  _  ^ . 

1 

quindi  : 

Per  un  nodo  b  o  e,  con  un  eguale  calcolo, 
rispettivamente  : 
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(3)  (&;i^2£; 

(4)  mz#J^2^ 

Nel  caso  che  una    delle  v,    per  es.  v2,    fosse 
infinita,  posto: 

_}         j_-li  +  (k  +  bl)_ 

si  ha: 

x>  =  logZ, 
quindi  : 

v'~Z~~l,     v"  = —  Z~%      1>"'e=2Z-3, 
e  per  conseguenza,  tenuto  conto  della  (i): 

che  è  la  formola  che  si  otterrebbe  da  quella  trovata 
nel  caso  generale  facendo  in  essa  v2  =  co  . 

Dunque  la  [^]z  è  una  funzione  uniforme  di 
Z,  che  è  nulla  di  2°  ordine  per  Z  ==  co  ,  e  non 
ha  altri  punti  singolari  che  due  poli  di  2°  ordine 
nei  punti  i,  o.  Essa  è  dunque  una  funzione  ra- 
zionale di  Z  della  forma  seguente: 
r  \  ri     _P  +  cr^  +  T^2* 

*  In  virtù  dei  principii  della  teoria  generale  delle  fun- 
zioni, la  \x\zì  essendo  uniforme  e  avendo  per  sole  singola- 
rità dei  poli,  è  razionale;  inoltre  i  poli  devono  essere  gli 
zeri  del  suo  denominatore.  Siccome  poi  essa  è  nulla  di  se- 
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dove  p,  ci,  t  sono  costanti  da   determinarsi.  Dalle 
0),  0)>  (4)  segue: 

lim[(Z-i)2Mz]  =  ^, 
Z=i  2v, 

lim[Z^]z]  =  ^, 


2V 


Quindi  si  ha  dalla  (5): 


v2-  1  v2-   I 

=  P  +  c  +  T>    —3-  =  P  t   " 


2V2  r     '  '        '        2v2 

e  di  qui  : 

_v2—  1        v2—  1        vj—  1 


2V  2v  2V 


_    2     \  v2    +    v2  V2  ?  ) 

\     2  5  1 

Dunque  la  funzione  cercata  è: 


condo  ordine  all'infinito,  il  grado  del  numeratore  deve  es- 
sere inferiore  di  due  unità  a  quello  del  denominatore.  Così 
si  giunge  alla  formola  (5). 
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Può  scriversi  anche: 

\  +V\^  +  ^""^f""I)z(z-I)- 

L'equazione  differenziale  (6)  o  (7)  dicesi  equa- 
zione  di   SCHWARZ. 

141.  L'integrazione  dell'equazione  di  Schwarz 
può  ridursi  a  quella  di  un'equazione  lineare  omo- 
genea del  secondo  ordine. 

Abbiasi  l'equazione  lineare  : 

(1)  y"+py'  +  qy  =  °, 

e  sieno  y^  y2  due  suoi  integrali  indipendenti,  sicché  : 

l  y';+py'2  +  qy2  =  0' 

Da  queste  due  relazioni  segue: 

(3)  p=^ly^yJl 

Pongasi  : 
sarà: 


y\y2 

—  y,y'2 

11.— 

y2  " 

1; 

_y\y2- 

-y,h 

: =     r. 

iH.  =y'iy2  —  yly,2     2y\ 
r'  ~  y[y2  —  y*y2       y> 
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e  per 

la  (3): 

9 

Derivando  di 

nuovo,  si 

-2A. 

ottiene  : 

» 

quindi 

■rT__ 
ti* 

ti'" 

--V'- 

4-2^1 

K  2   *  y2  *  y2 

ossia,  per  la  seconda  delle  (2): 

Mz  =  -i>'-^2-t- 2  <?  =  >-• 

Dunque  il  rapporto  di  due  integrali  d'un'equa- 
zione  lineare  omogenea  del  20  ordine  soddisfa  ad 
un'equazione  di  Schwarz,  che  è  pienamente  de- 
terminata. 

Se  invece  è  data  un'equazione  di  Schwarz: 

(4)  hìz  =  r, 
posto  : 

(5)  r  =  -p'-±p2  +  2q, 

dove  p,  q  sono  due  funzioni  incognite,  si  prenda  p 
ad  arbitrio;  q  resterà  pienamente  determinata,  e 
con  essa  l'equazione  di  2°  ordine  (1)  corrispondente 
alla  data  equazione  (4). 

Dall'integrale  generale  y  —  Cl  yx  -f-  C2y2  della 
(1)  si  deduce  subito  l'integrale  generale: 
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%  =  c>yi  +  c>y> 

della  (4).  Supponiamo  invece  di  conoscere  l'inte- 
grale 7)   della  (4).  Posto  : 

si  ha  dalla  (3): 

$  -\- pv  =  o? 
e  quindi  integrando  e  designando  con  C  una  co- 
stante arbitraria  : 
(7)  v=Ce-JpdZ. 

La  (6)  ci  dà  poi: 

-fpdZ 


ìe: 

.-VI 


di  qui  segue  infine: 

y, 

142.  Il  risultato  ottenuto  nell'art,  prec,  che 
cioè  ad  una  data  equazione  (4)  corrispondono  in- 
finite equazioni  (1),  era  prevedibile;  giacché,  data 
ti,  vi  sono  infinite  coppie  di  funzioni  yx ,  y/\\  cui 
rapporto  è  eguale  ad  ti.  Se  però  fra  queste  in- 
finite coppie  ne  sia  individuata  una,  sarà  pure  in- 
dividuata la  corrispondente  equazione  del  2°  ordine. 
È  questo  il  caso  nostro,  giacché  le  (1)  dell'art.  128 
determinano  le  ^ ,  ^  come  funzioni  di  Z  (e  di  u- 
n' altra  variabile  X).  Noi  ci  proponiamo  di  costruire 
l'equazione  del  2°  ordine  di  cui  ^  ,  ^  sono  integrali. 

VlVANTI.  23 
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Poniamo  per  semplicità: 

_*=:<!>,       —  =:&.; 

avremo,  per  le  note  proprietà  delle  funzioni  omo- 
genee : 

donde  : 

i    dF. 
<1>  = — ■ 

Dopo  ciò  deriviamo  la  relazione  : 

Z—  c-^-  —  c—2- 

Pì  <1>*3 

5  3 

rispetto  a  Z;  avremo  : 

-'«tv-  _»,-»,_.  [  jj  a^  v-a*.  +  ^ / 

Ora: 


!.    __  v; 


inoltre,  per  il  teorema  d'EuLERO  sui  poliedri  (cfr. 
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art.  52): 

*,  + 2  =:*,+*,; 

quindi,  indicando  con  e  una  nuova  costante  : 

Rammentiamo  che  (art.  i2$')Fi  è,  a  meno 
d'un  fattore  costante,  il  determinante  funzionale  di 
F2 ,  F  .  Indicando  pertanto  con  h,  l  due  costanti, 
sarà  : 

>ji-j  £  >ìz~  &:><!>2<!>3dz 

IZ     dz__l£Zd^ 


Xfc  i)dZ        X    dZ' 
da  cui: 

di  X 


dZ      IgZ  ' 

Ne  segue  (considerando  come  nell'art.  128  le 
^ ,  £2  come  funzioni  di  Z  e  di  X)  : 

t2az     ^dz.'7 /z  ' 

e  quindi  per  la  (7)  dell'art,  prec.  : 
X 


da  cui 

C  l 
pdZ  =  logZ  +  \og—  , 

e  derivando  rispetto  a  Z: 

1 


/' 
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Conosciuta  p,  ed  essendo  data  r  dal  secondo 
membro  della  (7)  dell'art.  140,  la  (5)  dell'art,  prec. 
ci  dà  q.  L'equazione  cui  soddisfanno  ^  e  ^  risulta 
pertanto  essere  la  seguente: 

L'equazione  trovata  appartiene  ad  un  tipo  ben 
noto,  quello  delle  equazioni  di  Riemann  : 

(C  +  DZ  +  EZ')P=o. 


1  zj(i-zy 

L'integrale  della  (1)  si  suole  denotare  con: 

dove  le  a,  fi,  ...  sono    6   costanti    legate  alle  A, 

B,  .  .  .  dalle  relazioni: 

v4  =  I  — a  —  a',  jB  ==  -7  I .— - f ,—  {*',    C  =  aa', 

e  che  inoltre  soddisfanno  alla  condizione: 

Posto  : 

P  =  z\i-zyh  ^  =  p  +  T  +  a, 

&  ===  §'  -j-  y  -f-  a,     e  =  I  -f-  <x  —  a', 

la  (1)  si  trasforma  nella: 

(2)  Z(i—  Zy?"+[c— (a+b+i)Z]f— abv=o, 
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che  è  un'equazione  ip£r geometrica  o  di  Gauss.  Ad 
essa  soddisfa,  come  è  facile  verificare  direttamente, 
la  serie: 

9  =  F(>,  b,  e,  Z) 
_i       a.b  z      a(a-\-i)b(b-\-i)Z2 
"■  i.c       *"      1.2  c(c-f- 1) 


(3) 


,  <£+iX£±?X*+iX*+2)Z}_, 

T-  I.2.3.<C+l)(C+2)  * 


che  dicesi  serie  iper geometrica. 
Se  si  pone  : 
<p=ZI_c<|>,  a'=a-{-i — e,  b'=b-\-i — e,  e'— 2 — e, 
la  (2)  si  trasforma  nella: 

Z(i  —  Z)f +[c'— (a'+b'+i)Z$'—a'b'ty=o, 
che  è  dello  stesso  tipo  della  (2),  e  quindi  ammette 
l'integrale  : 

ù  =  F(a',  &',  e',  Z). 
Ne  segue  che  la  (2)  ammette  l'integrale: 
(4)  f=z.Z*-?F(a',  b\  e',  Z). 

Dagl'integrali  (3),  (4)    della   (2)    risultano    i 
seguenti  due  integrali  della  (1): 

P=Za(i  -ZJF{a,  b,  e,  Z), 

P  =  Z^l-c(i—  ZyF(a',  b',  c\  Z) 

=  Za'(i  -ZJF{a\  b\  e',  Z). 
143.  Nel  caso  nostro  [v.  art.  prec],  si  ha: 

jfss'i,  5  =  —  1,  £  =  — ^, 
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quindi  : 


aa  =5 


-    3j'  iJ'J-    4v-  ""4  V      ti1 

donde  segue: 

«==— ,   a'  =  —  —  ,   (1  =  — ,   P'  =  —  —  , 
2v    '  2V  2v  2v     ' 

2  23  3 

,  =  JL(I+_L+_L_,L)>    C=I+_L, 

2    \      '     v,     '     v,         v    /:  v2 

^  =  —  (iH —  —  ) ,  c'»i . 

2        V  V,  V2  V3     /  \ 

Pertanto  i  due  integrali  trovati  sono: 

(  P=Z^(i-Z)i('^F(a,  »,  e,  Z) 

(  P  =  Z   ^(i-Z)2y    "JF{a\  b',  e',  Z), 

dove  le  a,  b,  e,  a\  b\  e'  hanno  i  valori  testé  in- 
dicati. Mediante  questi  due  integrali  si  potranno 
esprimere  senza  difficoltà  i  due  integrali  cercati 
£r ,  ^2 ,  e  il  rapporto  di  questi  ci  darà  %_  in  funzione 
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di  Z,  cioè  ci  darà  la  risoluzione  dell'equazione  po- 
liedrica o  modulare. 

La  cosa  risulta  particolarmente  facile,  se  noi 
mutiamo  l'orientazione  dei  poliedri  in  modo  che 
il  polo  d'una  faccia  vada  a  cadere  nel  punto  della 
sfera  corrispondente  al  punto  ^  ===  o  del  piano. 
In  questo  caso  per  £  ==  o  si  ha  Z=o,  quindi 
(art.    130),  indicando  con  k  una  costante: 

d'altra  parte,  poiché  la  F2  si  annulla  nei  poli  delle 
facce,  essa  deve  contenere,  ed  una  sola  volta,  il 
fattore  ^  ,  mentre  tale  fattore  non  figura  né  in 
F  ,  né  in  F  ,  donde  segue  che  nell'intorno  del- 
l'origine si  ha: 

h  designando  una  costante.  Ne  segue: 

e  quindi,  indicando  con  li ,  \  due  costanti  : 

Nel  caso  considerato  adunque  i  due  integrali 
cercati  non  sono  altro,  a  meno  di  fattori  costanti, 
che  gl'integrali  (i). 

144.  Invece  di  esprimere  direttamente  le  irra- 
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zionalità  poliedriche  e  modulari  *  come  serie  iper- 
geometriche  in  Z,  si  può  risolvere  la  sola  equa- 
zione modulare  col  metodo  teste  esposto,  e  poi 
cercare  di  esprimere  la  irrazionalità  diedrica  per 
m=3,  la  tetraedrica,  Fottaedrica  e  l'icosaedrica  come 
funzioni  uniformi  dell'irrazionalità  modulare,  ciò 
che,  per  il  teorema  dell'art.  131,  è  possibile.  La 
costruzione  effettiva  di  tali  funzioni  non  è  altro 
che  la  costruzione  di  funzioni  invarianti  rispetto 
ai  sottogruppi  F6,  Ti2,  T24,  r6o  di  F,  problema 
già  trattato  nel  cap.  precedente. 

Per  l'irrazionalità  modulare  si  ha: 

quindi  : 

12  '  3     '  12    '  3       ? 

e  le  (1)  dell'art,  prec.  ci  danno,  a  meno  d'un  fat- 
tore costante,  che  si  determina  senza  difficoltà: 

^(1»'  TI»    3 '.'  tJ 

Ora  noi  abbiamo  trovato  (art.   139): 

-—:;•■ 

01 
Sostituendo  nel  2°  membro  al   posto  di  £  la 


*  Diciamo  per  brevità  irrazionalità  poliedrica  o  modulare 
la  %  considerata  come  funzione  della  Z,  essendo  Z  =  F  (^) 
un'equazione  poliedrica  o  modulare. 


STUDIO    ALGEBRICO    DELLE    EQUAZIONI,    ETC.  361 

sua  espressione  testé  costruita,  avremo  a  espressa 
in  funzione  di  Z,  avremo  cioè  la  risoluzione  del- 
l'equazione diedrica  per  111  =  3.  Ed  analogamente 
si  otterrebbe  la  risoluzione  delle  altre  equazioni 
poliedriche. 

Studio  algebrico  delle  equazioni  poliedriche 
e  dell'equazione  modulare.  Risolventi. 

145.  Non  meno  interessante  della  risoluzione 
delle  equazioni  poliedriche  per  via  trascendente  è 
il  loro  studio  dal  punto  di  vista  dell'Algebra. 

Prima  di  intraprendere  tale  studio,  sarà  utile 
richiamare  alcune  nozioni  di  cui  dovremo  far  uso 
nelle  pagine  seguenti  *). 

Se  si  ha  una  funzione  razionale  /  di  più  va- 
riabili xx  j  x2 ,  ...  x  ;  ,  si  dice  gruppo  appartenente 
alla  funzione  f  il  gruppo  delle  permutazioni  **  delle 
variabili  che  lasciano  inalterata  quella  funzione;  e 
si  dice  pure  che  la  funzione  appartiene  al  gruppo. 

Se  /  è  funzione  simmetrica,  il  gruppo  ad  essa 


*)  Per  maggiori  schiarimenti  si  può  consultare,  per  es., 
l'eccellente  Teoria  dei  gruppi  di  sostituzioni  0  dell'equazioni 
algebriche  secondo  Galois  di  L.  Bianchi  (Pisa  1899). 

**  Che  tali  permutazioni  formano  un  gruppo,  è  cosa  evi- 
dente ;  infatti,  se  due  di  esse  lasciano  inalterata  la/,  la  stessa 
proprietà  appartiene  al  loro  prodotto. 
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appartenente  consta  di  tutte  le  n  !  permutazioni  delle 
variabili;  esso  dicesi  il  gruppo  simmetrico. 

Se  /  per  tutte  le  permutazioni  delle  variabili 
prende  soltanto  due  valori  diversi  (tale  sarebbe 
per  es.  il  determinante  di  Vandermonde,  che  per 
una  permutazione  qualunque  delie  variabili  o  resta 
inalterato  o  muta  di  segno),  il  suo  gruppo  è  co- 
stituito dalle  4-  n  !  permutazioni  pari  ;  esso  dicesi  il 
gruppo  alterno. 

Ogni  funzione  appartenente  al  gruppo  alterno 
ha  la  forma: 

dove  cp  e  $  sono  funzioni  simmetriche,  e  A  è  il 
discriminante  delle  n  variabili,  cioè  il  prodotto  dei 

quadrati  delle  loro  I      j  differenze.  Le  due  forme 

che  essa  assume  per  tutte  le  permutazioni  delle 
variabili  sono  : 

9  -j-  $  j/I,    cp  —  \  j/£ 

Se  le  forme  diverse  che  assume  /  per  le  varie 
permutazioni  delie  variabili  sono  : 

h    li  1  li  5   •  •  •  1  J s—ì  > 
il  numero  s  è  il  quoziente  di  n  !  per  l' ordine  del 

gruppo,  cioè  l'indice  del  gruppo  della  funzione 
considerato  come  sottogruppo  .del  gruppo  simme- 
trico. I  gruppi  delle  funzioni  fi ,  /, ,  .  .  .  ,  fs_l  so- 
no altrettanti  sottogruppi   del    gruppo    simmetrico 
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equivalenti  al  gruppo  di  /  e  non  necessariamente 
diversi. 

Se  G,  H  sono  i  gruppi  delle  funzioni  /,  <p, 
e  se  H  è  sottogruppo  di  G,  /  può  esprimersi  ra- 
zionalmente mediante  <p  e  funzioni  simmetriche,  e 
reciprocamente. 

In  particolare,  se  due  funzioni  /,  9  hanno  lo 
stesso  gruppo,  ciascuna  di  esse  può  esprimersi  ra- 
zionalmente mediante  l'altra  e  funzioni  simmetriche. 

Data  un'equazione  algebrica,  i  suoi  coefficienti 
ci  danno  i  valori  delle  funzioni  simmetriche  delle 
sue  radici.  Può  avvenire  però  che  sia  anche  asse- 
gnato, o  comunque  noto,  il  valore  di  qualche  fun- 
zione non  simmetrica  delle  radici.  Se  G  è  il  grup- 
po a  cui  appartiene  questa  funzione  <p,  sarà  noto 
al  tempo  stesso  il  valore  di  qualunque  altra  fun- 
zione appartenente  al  gruppo  G,  giacche  una  tale 
funzione  è  esprimibile  razionalmente,  come  risulta 
da  ciò  che  si  disse  poc'anzi,  mediante  cp  e  i  coef- 
ficienti dell'equazione. 

Se  fossero  noti  i  valori  di  più  funzioni  <p,  <|/, 
y ,  ...  appartenenti  a  gruppi  diversi  G,  H,  K,  . . . , 
sarebbe  pure  noto  il  valore  della  funzione: 

dove  *,  fi,  y,  ...  rappresentano  numeri  qualun- 
que diversi  tra  loro,  o  meglio  quantità  indetermi- 
nate. Ora  il  gruppo  di  questa  funzione  è  il  mas-» 
simo  sottogruppo  comune  ai  gruppi  G,  H,  K,  . . .  , 
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giacché  la  condizione  necessaria  e  sufficiente  per- 
chè essa  resti  invariata  è  che  resti  invariata  cia- 
scuna delle  funzioni  <p,  $,  ^,  ....  Di  qui  si  vede 
che  possiamo  sempre  ridurci  al  caso  in  cui  sia  noto 
il  valore  di  una  funzione  (e  con  essa  naturalmente 
quelli  di  tutte  le  altre  funzioni  appartenenti  allo 
stesso  gruppo).  Il  gruppo  a  cui  appartiene  questa 
funzione  dicesi  gruppo  dell'equazione. 

Se  un'equazione  è  generale,  cioè  se  le  sole 
funzioni  razionali  delle  radici  di  cui  sieno  noti  i 
valori  sono  le  funzioni  simmetriche,  il  suo  gruppo 
è  il  gruppo  simmetrico. 

Se  invece  è  noto  per  es.  il  valore  della  radi- 
ce del  discriminante,  il  gruppo  dell'equazione  è  il 
gruppo  alterno. 

Se  un'equazione  è  irriducibile,  il  suo  gruppo 
è  transitivo  (art.   15),  e  reciprocamente. 

Sia  f(x)  —  °  un'equazione  di  grado  n,  i  cui 
coefficienti  appartengano  ad  un  certo  campo  di  ra- 
zionalità *  C,  y  una  funzione  razionale  delle  sue 
radici  $  s^  ^2,  .  .  .  ,  :(„_,  con  coefficienti  appar- 
tenenti al  campo  C.  Se  per  effetto  delle  r  permu- 
tazioni delle  radici,  r  denotando  l'ordine  del  grup- 


*  Dicesi  campo  di  razionalità  [al5  a2,  ...,  ocM]  l'insieme 
delle  funzioni  razionali  di  at  ,  a2  ,  .  .  .  ,  oc,,.  Così  per  es.  il 
tampo  di  razionalità  [ij  è  costituito  dall'insieme  di  tutti  i 
numeri  razionali. 
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po   G  dell'equazione,  la  y  prende  s  valori  diversi: 

le  funzioni  simmetriche  di  questi  s  valori  saranno 
funzioni  simmetriche  delle  radici  dell'equazione  data 
a  coefficienti  appartenenti  a  C,  e  quindi  apparter- 
ranno esse  stesse  a  C;  cioè  le  y,  yi ,  . . .  ,  ys_l  sa- 
ranno radici  d'un'equazione  di  grado  s  i  cui  coef- 
ficienti apparterranno  al  campo  C.  Questa  equa- 
zione : 

(1)  ?G0  =  o 

dicesi  una  risolvente  della  data.  Tra  il  gruppo  G 
dell'equazione  proposta  e  quello  H  della  risolvente 
ha  luogo  l'isomorfismo  *,  che  può  essere  oloedrico 
o  meriedrico;  e  possiamo  osservare  (cfr.  art.  16) 
che  soltanto  il  primo  caso  può  aver  luogo  se  G 
è  un  gruppo  semplice. 

Nel  primo  caso  ad  ogni  permutazione  delle  ^ 
diversa  dall'identità  corrisponde  una  permutazione 
delle  y  diversa  dall'identità,  e  viceversa;  cioè  le  y 
non  restano  tutte  invariate  se  non  per  la  sola  per- 
mutazione identica  delle  ^.  Ne  segue  che  il  gruppo 
della  funzione: 

(2)  »  =  xy  +  «^  +  •  '  '  +  «&JMJ , 

dove  le  a  sono  costanti  tutte  diverse,   è  costituito 


*)  Infatti  a  ciascuna  permutazione  delle  i  corrisponde 
una  determinata  permutazione  delle  j,  e  i  prodotti  di  per- 
mutazioni corrispondenti  sono  corrispondenti. 
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dalla  sola  identità,  e  quindi  che  le  ^  sono  esprimi- 
bili razionalmente  mediante  i\  e  quantità  del  cam- 
po C,  per  modo  che  l'equazione  proposta  può  con- 
siderarsi come  una  risolvente  della  (1).  Si  dice  al- 
lora che  la  (1)  è  una  risolvente  equivalente,  giac- 
ché la  risoluzione  dell'equazione /(^)  =  o  e  quella 
dell'equazione  <p  (y)  —  o  sono  problemi  equivalenti. 

Nel  secondo  caso  all'identità  del  gruppo  H 
corrisponde  nel  gruppo  G  un  sottogruppo  inva- 
riante G'  ;  esso  è  l'insieme  delle  permutazioni  delle 
^  che  lasciano  invariata  la  funzione  (2).  Supposto 
pertanto  di  saper  risolvere  la  (1),  e  quindi  di  co- 
noscere il  valore  della  funzione  7),  il  gruppo  della 
equazione  data  cessa  di  essere  G  e  si  riduce  invece 
a  G'  *.  Dunque  una  risolvente  non  equivalente  ha 
la  proprietà,  che  la  sua  risoluzione  riduce  il  grup- 
po dell'equazione  ad  un  sottogruppo  invariante  del 
gruppo  stesso. 

Una  risolvente  equivalente  che  ha  particolare 
importanza  è  la  risolvente  di  Galois.  Si  definisce 
come  tale  l'equazione  irriducibile  di  cui  una  radice 
è: 

p  =  P*+fU  +  •••+?„_,*._., 

pf,  (S. ,  .  .  .  ,  [in_i  essendo  costanti  tutte  diverse  fra 
loro.  Poiché  ogni  permutazione  delle    ^    altera    il 


*  G  è  il  sottogruppo  comune  al  gruppo  a   cui    appar- 
tiene la  funzione  y  e  ai  suoi  equivalenti. 
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valore  della  p,  il  gruppo  della  funzione  p  è  costi- 
tuito dalla  sola  identità,  e  però  mediante  la  p  pos- 
sono esprimersi  razionalmente  tutte  le  £  Inoltre, 
poiché  tutte  le  radici  della  risolvente  di  Galois  si 
ottengono  dalla  p  scambiando  le  %  fra  loro,  esse 
sono  tutte  funzioni  appartenenti  al  gruppo  costi- 
tuito dalla  sola  identità,  e  quindi  possono  tutte  e- 
sprimersi  razionalmente  mediante  una  qualunque 
di  esse. 

Diciamo  p,  pa ,  ...,  pr-i  queste  radici,  e  scri- 
viamo : 

?i  =  $X?)  (*  =  i,  2,...,r-i), 
le  <j>.  essendo  simboli  di  funzioni  razionali.  Ogni 
funzione  ^  corrisponde  ad  una  determinata  per- 
mutazione St  del  gruppo  G,  cioè  a  quella  che  cam- 
bia 0  in  p.;  e  il  prodotto  di  due  permutazioni  S. , 
Sh  ha  per  corrispondente  la  funzione  $ .  $k .  Quindi 
le  tyn  considerate  come  simboli  di  operazioni,  co- 
stituiscono un  gruppo  F  oloedricamente  isomorfo 
al  gruppo  G. 
Sia: 

(3)  F(u)  =  o 

la  risolvente  di  Galois,  ed  applichiamo  ad  essa  il 
cambiamento  di  variabile  : 

essa  diviene  : 

(4)  F[K»]  =  4>0)  =  o. 
Le  radici  della  (3)  sono: 
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"  =  p>   u  =  ^X?l  •••>  '^  =  i_I(p); 

quelle    della  (4)    sono  le    espressioni    di  v   che  si 
ricavano  dalle  : 

cioè: 

(5)  ^  =  <h(p),   ^  =  ^W?)>  •••^=<K_I<h(p> 

Ma,  poiché  le  operazioni  <l>  formano  un  grup- 
po, le  operazioni  (5)  non  sono  altro  che  le  <L, 
$i  -,  •  •  •  ?  ^,_,  ?  salvo  l'ordine.  Dunque  Inequazioni 
(3),  (4)  hanno  le  stesse  radici;  cioè  ciascuna  delle 
funzioni  ò  trasforma  la  risolvente  di  Galois  in  sé 
stessa.  Questa  risolvente  ha  dunque  la  proprietà 
di  ammettere  un  numero  di  trasformazioni  razio- 
nali in  sé  stessa  pari  al  suo  grado. 

Reciprocamente,  se  un'equazione  irriducibile  di 
grado  r: 

F(u)  ==  o 
ammette  r  trasformazioni  razionali  in  sé  stessa: 

si  ha,  indicando  con  h  uno  qualunque  dei  numeri 
1,  2,  ...  ,  r—  1: 

e  quindi,  se  0  è  una  radice  dell'equazione  data,  è 
pure  radice  della  stessa  la  u  risultante  dalla: 

+r  (») = P> 


*  I  due  membri  potrebbero  anche  differire  per  un  fat- 
tore costante,  ciò  che  per  noi  non  ha  alcuna  importanza. 
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cioè  la  7^  =  ^(0).  Dunque  le  radici  dell'equazione 
sono  tutte  funzioni  razionali  di  una  di  esse,  e  l'e- 
quazione può  considerarsi  come  la  risolvente  di 
■  Galois  di  sé  stessa;  inoltre  il  gruppo  formato 
dalle  operazioni  ty  è  oloedricamente  isomorfo  al 
gruppo  dell'equazione,  e  quindi  può  assumersi 
senz'altro  come  il  gruppo  dell'equazione. 

146.  Cerchiamo  di  applicare  le  cose  esposte 
alle  equazioni  poliedriche. 

Sia: 

un'equazione  poliedrica  (o  ciclica),  G  il  gruppo 
corrispondente,  il  cui  grado  si  denoti  con  n.  Se 
si  applicano  all'equazione  le  n  sostituzioni  lineari 
di  G,  essa  rimane  evidentemente  invariata,  sicché 
G  può  considerarsi  come  il  suo  gruppo;  ineltre 
G  è  transitivo,  perchè,  presi  due  punti  omologhi 
qualunque,  esiste  sempre  in  G  una  sostituzione  che 
muta  l'uno  di  essi  nell'altro,  e  quindi  l'equazione 
è  irriducibile.  Dunque: 

Ogni  equazione  poliedrica  e  irriducibile,  ha  per 
gruppo  il  corrispondente  gruppo  poliedrico,  e  può 
considerarsi  come  la  risolvente  di  Galois  di  se  stessa. 

147.  a)  Le  equazioni  cicliche  appartengono 
al  dominio  dell'Algebra  elementare. 

Infatti  l'equazione: 

(!)  <"=Z 

si  risolve  mediante  una  semplice  estrazione  di  ra- 

VlVÀNTI. 


24 
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dice  : 

b)  Anche  le  equazioni  diedriche: 

sono  di  natura  elementare  ;  esse  appartengono  alia 
classe  delle  equazioni  riducibili  alle  equazioni  di  2° 
ordine.  Noi  però  possiamo  applicare  anche  a  queste 
equazioni  i  concetti  generali  poc'anzi  esposti. 

Poiché  il  gruppo  diedrico  d'ordine  n  =  2  m 
contiene  un  sottogruppo  ciclico  invariante  d'ordine 
m9  noi  prenderemo  come  risolvente  (non  equiva- 
lente) della  (2)  un'equazione  avente  per  radice  una 
funzione  appartenente  a  questo  sottogruppo,  per  es. 
la  funzione  ^m  =  Zx .  Una  tale  equazione  si  ottiene 
immediatamente  dalla  (2);  essa  è: 

e  si  riduce  per  via  elementare  all'equazione  ciclica 
di  20  ordine: 

[Z,-2Z+i]s  =  4Z(Z-i), 
che  ci  dà: 


Zi  =  2Z—  I+2|/Z(Z—  I). 

Si  ha  quindi: 


^  =  y/2Z-i+2j/Z(Z— 1). 
In  particolare  pel  gruppo  trirettangolo  (m=2) 
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si  ha: 


-y 


asrZ 


(3)  ^=[/2Z-i  +  2l/Z(Z-i)  =  i/Z+l/Z-i. 
e)  Il  gruppo  tetraedrico  contiene  come  sotto- 
gruppo invariante    un    gruppo    trirettangolo.    Ora 
l'equazione  tetraedrica: 

2/KÌ 

può  scriversi,  posto  oc  =  e  3  : 

r(('  +  oi+4HiT_ 
La2  +  i)"2+4'-2d  ~ 

od  anche  : 

5 


(4) 


fr2+o2 

4^2 


+  * 


fa2+i)2 

4t2 


"M 


=  Z. 


Prendiamo  come  risolvente  un'equazione  a- 
vente  per  radice  una  funzione  invariante  per  il 
gruppo  trirettangolo,  per  es.  la  funzione: 


(t2+0; 
4*2 


Z.. 


L'equazione  cercata  risulta  subito    dalla   (4)  ; 
essa  è: 

Come  si  vede,  questa  è  un'equazione  ciclica; 
ne  risulta: 
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0)  zi  —  — vzr      ' 

t/z-  i 

quindi,  tenuto  conto  della  (3): 


(6)  {=A+^-I) 

dove  la  Z1  è  data  dalla  (5). 

d)  Il  gruppo  ottaedrico  contiene  come  sotto- 
gruppo invariante  un  gruppo  tetraedrico. 

Ora  l'equazione  ottaedrica: 

W} 

7M    —7 

108^  ' 

in  virtù  delle  relazioni  (art.   125,   126): 

W=±?fy     i2ii/jt2  —  93  +  $f  =  o, 
può  scrìversi: 

-(tv 


(7) 


=  z. 


[(IV-J 

Prendiamo  come  risolvente  un'equazione  di 
cui  una  radice  sia  una  funzione  invariante  pel 
gruppo  tetraedrico,  per  es.  la  funzione: 


«-)=*■ 


Una  tale   equazione    risulta   subito  dalla  (7); 
essa  è: 

-4^ 


(*.  -  0' 


=  Z, 
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e  si  riduce  immediatamente  ad  una  equazione    ci- 
clica, che  risolta  ci  dà: 

(8)  Z=Z-^±^Z. 

Si  ha  dunque,  per  la  (6): 

dove  [cfr.  eq.  (5)]  : 


e  yz,  -  x 


1/Z2-! 

e  Z2  è  definita  dalla  (8). 

148.  Nulla  di  simile  a  quanto  si  è  fatto  per 
i  precedenti  gruppi  può  ripetersi  per  il  gruppo 
icosaedrico;  giacché,  essendo  esso  semplice,  non 
può  dar  luogo  a  risolventi  non  equivalenti.  Noi 
cercheremo  invece  di  costruire  una  risolvente  equi- 
valente che  ha  per  noi  speciale  interesse. 

Il  gruppo  icosaedrico  contiene  5  sottogruppi 
.  tetraedrici  equivalenti.  Ora,  se  noi  costruiremo  una 
funzione  che -resti  invariata  per  le  sostituzioni  di 
uno  di  questi  gruppi,  essa,  per  le  sostituzioni  del 
gruppo  icosaedrico,  prenderà  5  valori  diversi,  e 
però  sarà. radice  d'un'equazione  di  50  grado,  che 
sarà  una  risolvente  dell'equazione  icosaedrica.  La 
sua  espressione  per  la  ^  sarà  poi  una  funzione  ra- 
zionale di  12°  grado. 


Scegliamo,  per  fissare  le  idee,  il  sottogruppo 
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tetraedrico  corrispondente  alla  terna  di  mediane 
ortogonali  di  cui  un  estremo  è  il  punto  di  mez- 
zo dello  spigolo  1-2,  terna  che  abbiamo  denotato 
(art.  67)  con  k .  Se  indichiamo  con  t'  la  forma 
di  6°  grado  che  si  annulla  negli  estremi  di  questa 
terna,  una  funzione  di  120  grado  invariante  ri- 
spetto al  sottogruppo  tetraedrico  considerato  sarà: 

(1)  r  =  ^- 

La  forma  f  è  quella  che  abbiamo  indicato 
già  con  t,  riferita  però  ad  una  posizione  diversa 
del  tetraedro.  Essa  quindi  si  ottiene  da  t  mediante 
quella  sostituzione  lineare  che  rappresenta  la  rota- 
zione per  la  quale  i  tre  assi  coordinati  ortogonali 
si  trasformano  nelle  tre  mediane  costituenti  la  terna 
considerata. 

Questa  rotazione,  come  è  facile  osservare,  ha 

l'ampiezza -,  ed  il  suo  asse  è  l'asse  yj.  Nelle 

forinole  (6)  dell'art.  61   deve  porsi  quindi: 

4 
esse  ci  danno  allora  :  .  * 

a  =  e  =  o,     b  =  —  sen  —  ,      ci  =  cos  — , 

4  4 

sicché  la  (3)  dello  stesso  articolo  diviene: 
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S    = 


/         .  I 

7  cos \-  sen  — 

4  4 


—  7  sen h  cos  — 

4  4 

ossia  sotto  forma  omogenea  unitaria  : 

»^=^cos—  +^2sen-- ,    t  =— ^sen—  +^2cos-— . 
4  4  4  4 

Si  ha  pertanto: 

=[— K— ^)c°s— sen~+W/cos2- sen2^-jjx 

X  [fó-^f^s2-^ sen2—) 

4        4  J 
==  -7[— fó-T ^>en—  +2^^cos— J  X 

X  [fe:-^>os^-+2^^sen^-]k;+^] 

=  7«+0[-  !fó+^-6«;)sen/ 

+2«^— ^)cos/]; 

ora  (art.  65): 

7        2  7         x 

iV  1/5 


quindi  : 
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ossia,  sopprimendo  il  fattore —  : 

2  Vì 

t'=^-2^7i2-~5tX2-5Ìt2  +  2lX2  +  t- 

La  nostra  funzione  è  dunque: 
od  anche: 


L'equazione  di  50  grado  tra  r  e  Z  può  scri- 
versi : 
(2)        Z-i:Z:f*?(f):Kr):X(r); 

?  (0?  ^  (f  )>  X  (f  )  sono  3  Ponnomi  uno  dei  quali  al- 
meno è  di  50  grado  e  nessuno  di  grado  superiore 
al  50,  e  le  cui  radici  ci  danno  i  valori  che  prende 
la  r  rispettivamente  nei  punti  di  mezzo  degli  spi- 
goli, nei  centri  delle  facce  e  nei  vertici  dell'icosaedro. 
Essi  sono  poi  legati  dall'identità  : 

(3)  ?00  =  KO  —  x(0- 

Anzitutto  la  (1)  ci  mostra  che  la  r  è  infinita 
in  tutti  i  vertici;  quindi  le  radici  della  x(f)  devono 
esser  tutte  infinite,  e  però  jr  (r)  deve  ridursi  ad  una 
costante.  Noi  porremo; 
(4)  l(r)=i728. 

Dalla  (1)  segue  inoltre  che  la  r  si  annulla  in 
6  dei  30  punti  di  mezzo  degli  spigoli.  Negli  altri  24 
essa  deve  prendere  altri  4  valori.  Ma  poiché  le  so- 
stituzioni del  gruppo  tetraedrico,  mentre  mutano  r 
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in  sè  stessa  e  lasciano  invariata  la  terna  ki ,  non 
lasciano  invariata  nessun'altra  terna,  il  valore  che 
r  prende  negli  estremi  di  una  delle  4  terne  k2 ,  k^ , 
k  ,  k.  dovrà  essere  eguale  a  quello  che  essa  prende 
negli  estremi  d'un'altra  terna.  In  altre  parole,  i 
quattro  valori  dovranno  due  a  due  essere  eguali. 
Quindi  ^p  (r )  avrà  la  forma  seguente  : 

(5)  9(0  =  nr(r'  +  *r  +  p)'. 

Quanto  ai  20  centri  delle  facce  dell'icosaedro, 
8  di  essi  coincidono  (art.  75)  coi  centri  delle  facce 
dell'ottaedro  i  cui  vertici  sono  gli  estremi  della 
terna  k, ,  ossia  costituiscono  i  vertici  del  cubo  po- 
lare. Questi  vertici  per  le  rotazioni  del  gruppo  te- 
traedrico si  scambiano  fra  loro  4  a  4  (giacche  for- 
mano due  tetraedri  reciprocamente  polari  di  cui 
ognuno  si  muta  in  sè  stesso);  gli  altri  12  punti, 
non  potendo  contenere  alcuna  quaterna  che  resti 
invariata,  si  scambiano  tutti  fra  loro.  Pertanto,  sic- 
come i  centri  delle  facce  devono  considerarsi  come 
punti  tripli,  y(r)  avrà  due  radici  semplici  ed  una 
radice  tripla,  cioè  sarà  : 

(6)  .Kr)  =  v(r  +  vy(^  +  ^  +  e). 

I  coefficienti  delle  (5),  (6)  si  determinano  me- 
diante le  (2),  (3),  (4).  In  virtù  di  queste  relazioni 
si  ha  : 

(7)K'-2+a'-+W-<'-+T)i('-2+^+0-i728) 
y_v(r  +  Ty(f  +  8r  +  0 
-  1728 
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Ricordiamo  d'altra  parte  che  (art.   128): 

Z= ^_ 

1728/5 

Per  ^  =  00  risulta  di  qui  e  dall'espressione  di  r  : 

—  7  —      vr?       —      v^5  7  —       ^ 

r~h  1728     77     1728    '  1728    ' 

quindi  v  =  1  ;  inoltre  dal  confronto  dei  termini  di 
grado    massimo    della    (7)    segue    [x  =  v,    sicché 
fA  =  v  =  1  ?  e  quindi  : 
<p(f  )=rr  (r2-f  ar-f-fi)2,     $  (r)=(r+y)3  (r2+S  r-fs). 

La  (7)  diviene  dunque  : 
(8)  f(r2-(-af+(i)2=(r+T)5(r2+^+£)— 1728. 

Deriviamo  ambi  i  membri  di  questa  identità; 
avremo  : 
(^  _|_  ar  _j_  py  +  2f  (,->  +ctf  +  p)(2f  +  a) 

=  3  [f  +  Y)2  (*•*  +  »  *  +  0  +  (r  +  T)!  (a  r  +  S), 

ossia  : 

(r2  +  «r  +  W(5r+3..r  +  iJ) 

Il  fattore  f-f-y  non  può  dividere  il  trinomio 
r2  -f-  a  r  -J-  p,  giacche  i  valori  che  r  prende  nei 
centri  delle  facce  sono  necessariamente  diversi  da 
quelli  che  prende  nei  punti  di  mezzo  degli  spigoli. 
Dev'essere  quindi  : 

5r2  +  (2T  +  4S)r  +  (YS  +  3;)=;(rJ  +  ar  +  ;0, 
donde  : 
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che  ci  danno: 

(9)    *-?Y,     ì  =  fà     *  =  ^,     e  =  ^v>. 
Risulta  inoltre  dalla  (8): 

y3S  —   I728, 

che,  per  l'ultima  delle  (9),  diviene: 
(io)  y*  =  £1728  =  3*. 

Per  determinare  completamente  y,  conviene 
fare  un'osservazione.  Il  valore  — y  è  quello  che  pren- 
de r  nei  centri  delle  facce  dell'icosaedro  che  non 
sono  centri  delle  facce  dell'ottaedro  determinato 
dalla  terna  ki .  Ora  uno  di  questi  centri  è  certa- 
mente quello  della  faccia  2.9.10  dell'icosaedro;  esso 
non  può  essere  centro  di  una  faccia  dell'ottaedro, 
perchè  appunto  sopra  un  suo  lato  (il  lato  9.10) 
sta  un  vertice  dell'ottaedro  stesso.  Ora  il  centro 
della  faccia  2.9.10  sta  evidentemente  (v.fig.  13,  14) 
sull'asse  reale,  e  d'altra  parte  risulta  dall'espressione 
di  r  che  r  è  sempre  reale  per  valori  reali  di  ^; 
quindi  il  valore  — y  che  prende  r  nel  centro  con- 
siderato, e  perciò  anche  in  tutti  gli  altri  che  non 
sono  centri  di  facce  dell'ottaedro,  è  necessaria- 
mente reale,  e  la  (io)  ci  dà  l'unica  soluzione  y=3. 
Dopo  ciò  si  ha,  in  virtù  delle  (9): 

a  =10,     p»  =  45,     Y  =  3>     &=n,     £  =  64, 

e  la  risolvente  di  50  grado  cercata  può   scriversi  : 

Z— i:Z:i 

=r(r2+ior+45y  :  (r+3)\r2+i  ir+64)  :  1728, 
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od  anche,  tenuto  conto  delle  formole  dell'art.  1 27  : 

^=i728(Z-i)=r(rJ+ior+4jy. 

Poniamo  per  r  la  sua  espressione  (1),  scri- 
vendo per  semplicità  t  invece  di  f  ;  avremo  : 

ed  estraendo    la    radice,    e    considerando    che   per 
^  ===  1 ,  ^2  =  o  si  ha   T  =s  I,  t  =  1  : 
(11)        i(^+io/f  +  45f)-r=o, 
che,  sebbene  sia  sotto  forma  omogenea,  chiamere- 
mo pure  risolvente. 

149.  Prima  di  passare  alla  costruzione  di  un'al- 
tra risolvente  più  importante  della  equazione  del- 
l'icosaedro, detta  la  risolvente  principale,  dobbiamo 
trovare  l'espressione  della  forma  W  relativa  all'ot- 
taedro da  noi  considerato,  forma  che  indicheremo 
con   W.  Abbiamo: 

dove  le  £•  ,  £2  sono  quelle  stesse  che  figurano  nella 
sostituzione  considerata  nell'art,  prec.  Invece  di 
fare  direttamente  la  sostituzione,  noi  ci  varremo 
della  circostanza  che  W  è  l'hessiano  di  t,  e  che 
l'hessiano  è  una  forma  covariante.  Basterà  pertanto 
formare  l'hessiano  di  f;  esso  (a  meno  di  un  fattore 
costante)  sarà  W .  Si  trova  quindi,  scrivendo  W 
invece  di  W\  e  tenendo  conto  che,  per  l'indeter- 
minatezza dei  coefficienti  0,  b  che  fra  poco  intro- 
durremo, un  fattore  costante  comune  a  tutti  i  ter- 
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mini  di   W  non  ha  alcuna  importanza: 

w^-t  —  t^  —  itt  +  itt 

7  ZJi  K.2       7  Z.1  \2    1   'Ci  ^2       %#'* 
Ciò  premesso,  osserviamo  che  la  forma  : 

Y=aW+btJ¥, 
dove  0,  b  sono  quantità   qualunque,    essendo  una 
funzione  a  5  valori,  deve    soddisfare  ad    un'equa- 
zione di  50  grado: 

(1)  Y>+AY^  +  BY>-{-CY2-\-DY  +  E  =  o; 
le  A,  B,  C,  D,  E  sono  funzioni  omogenee  di  i°, 
2°,  30,  40,  50  grado  in  a,  b,  contenenti  j^;,  ^ . 
Indichiamo  con  £,; ,  ^  (fc  —  i,  2,  3,  4)  le  espres- 
sioni di  f,  JF  relative  alla  terna  di  mediane  khri; 
le  fè ,  Wh  si  ottengono  dalle  t,  W  mediante  la 
sostituzione  Sh,  sicché,  ricordando  che  l'espressione 
della  sostituzione  omogenea  Sh  è: 


si  ha: 


t^i^-at-'jcj^j.»^ 


Intendendo    per  to,    Wo  le    t,   JF,    può    dirsi 
che  le  radici  della  (1)  sono: 

Yh  =  aWh-{-bthWh     (h  =  0,  1,  2,  3,  4). 
Posto  quindi: 

4 

S;  =  y  y\    (i=  1, 2, 3, 4, 5), 
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si  ha  per  le  forinole  di  Newton  *: 
A  =  -St, 

24D  =  -6Si  +  8S.tS-6S2S:  +  3S:  +  S>, 
inoltre  : 

ib«o 

Anzitutto  dunque  abbiamo  : 
A  =  -f_Y,--\a±Wh  +  bfthw\ 

4_  4 

Le   y_  W h ,  ^  th  Wh ,  essendo  simmetriche  ri- 

h=o  h=o 

spetto  ai  5  ottaedri,  saranno  funzioni  razionali  intere 
di  ^ ,  ^2  invarianti  rispetto  al  gruppo  ottaedrico,  e 
quindi,  essendo  di  grado  <  60,  dovranno  potersi 
esprimere  razionalmente  mediante  f,  H,  T.  I  loro 
gradi  sono  8  e  14;  ma  nessuna  funzione  razionale 
intera  di  f,  H,  T  può  avere  questi  gradi,  quindi 
A  =  o. 

Parimenti,  tenuto  conto  che  5x  =  o,  si  ha  : 


*  Le  formole  di  Newton  legano  le  funzioni  simmetriche 
semplici  (somme  di  più  quantità,  dei  loro  prodotti  binari, 
ternari,  etc.)  ch  alle  funzioni  simmetriche  complete  (somme 
delle  potenze  simili)  sh  ;  esse  possono  riassumersi  nella 
formola  seguente  : 

hCh    =    *t    Ch-l     —    S2    Ch-2    4"    *J    Ch-3     —.-.-(-     l)k    Sh    . 
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Z     h=o 

~UÌ.  wl  +"»>£  hWl  +  b>±  WÌ\  ■ 

1      L         fc=o  fc=0  h=o  J 

Le  funzioni  che  figurano  nei  3  termini  di  que- 
st'ultima espressione  dovrebbero  essere  dei  gradi 
16,  22,  28;  ma  nessuna  funzione  di  questi  gradi 
può  formarsi  mediante  /,  H,    T,  quindi  5  =  0. 

Veniamo  al  calcolo  di  C.  Si  ha,  essendo 
5,=52  =  o: 

C= l-S ,= '-{^ilVl+ìa'bJt.Wl 

3  3       L        /;=o  fc— 0 

+3^±nwi+bì±tiivì]. 

h=o  h=o  -i 


I  4  termini  sono  rispettivamente  dei  gradi  24, 
30,  36,  42;  ora  le  sole  funzioni  di  questi  gradi 
che  si  possano  formare  con  /,  H,  T  sono  rispetti- 
vamente : 

\  f,     T,    f\    fT, 
quindi  si  ha,  indicando  con   ao ,  <x.i ,  a2 ,  a,  quattro 
costanti  : 


fc=o  /;=o 


Per  determinare  le  costanti,  basta  paragonare 
i  termini  del  massimo  grado  in  £*  nei  due  membri 
di  ciascuna  equazione. 
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Nel  secondo  membro  della  prima  equazione 
il  termine  di  massimo  grado  in  ^  è  xQ  ^2  ^  . 
D'altra  parte: 

4 

quindi,  essendo    y  s'/j  =  o  per  r=^o  (mod  5),  il 

/>=o 

4 

termine  di  massimo  grado  in  ^  W\  è — 5.24^"^. 

h  =  0 

Ne  segue  ao  = — 120. 

Nella  seconda  equazione  il  primo  termine  del 
2°  membro  è  a^0,  e  il  primo  termine  del  i° 
membro  è  — 5%}°l  quindi  a,  =  —  5. 

Nella  terza  equazione  il  primo  termine  del  2° 
membro  è  *aJ(J*^;  Quanto  al   i°  membro,  si  ha: 

^^=('\:2-4t:x-6^^ioc+2oc'\%+...)x 

x(-r^4-3^x-  24t;\;-22e'V,'^  +-);  _ 

il  termine  in  ^J3^   ha  per  coefficiente  72,  quindi 

4 
il  termine  stesso  nella  somma   >"  ^  J^7]    avrà   per 

fc=o 

coefficiente  360,  sicché  a2  =r  360. 

Infine  nell'ultima  equazione  il  primo  termine 
del  2°  membro  è  a,^1^.  D'altra  parte: 

quindi  : 

4 

e  il  coefficiente  di  ^^  in   V  t\  W\  è  15,   sicché 

fe=o 

»5  =  i;- 
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Dunque  : 
C=—  y[—  i2oa>f— i5a2bT-\-io8oab2p-\-i5b>fTl 
ossia  : 

C  =  5  [8  a'f  +  a2  b  T  —  72  a  b2p  —  b'f  T}. 
Calcoliamo    analogamente  D.    Si    ha,    essendo 
5  =S2  =  o: 

4  4L     i»-o  fc=o 

I  5  termini  sono  rispettivamente  dei  gradi  32, 
38,  44,  50,  56.  Nessuna  funzione  di  grado  38  può. 
formarsi  con  /,  H,  T;  le  sole  funzioni  dei  gradi 
32,  44,  50,  56  sono  le  seguenti: 

fH,    f2H,    HT,    fti. 
Si  ha  quindi,  indicando  con  po,  (J2,  J  ,  p    delle 
costanti  : 

fr=o  fc=o  /,=0 

Nella  prima  equazione  il  primo  termine  del 
2°  membro  è  —  f0Q*&  Quanto  al  i°  membro, 
si  ha: 

quindi  il  primo  termine  del  i°  membro  è   20  ^J^ 
sicché  $o  ■=.  —  20. 

VlVANTI. 
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Nella  terza  equazione  il  primo  termine  del  2° 
membro  è  — 'P2Z.Tz.l-  D'altra  parte,  riprendendo 
l'espressione  già  usata  di  fj,  si  ha: 

^=(^:2-4C^-^4V>:+---)x 

da  cui  P2  =  —  60. 

Nella  quarta  equazione  il  primo  termine  del 
2°  membro  è  — $,Z.]°,  il  primo  termine  del  i° 
membro  è  J£J0,  quindi  $  =  —  5. 

Nell'ultima  equazione  il  primo  termine  del  2° 
membro  è  — fi  ^3;C-  Quanto  al  i°  membro,  scri- 
viamo l'espressione  trovata  di  th  W h  per  un  istante 
come  segue: 

il  coefficiente  di  ^J^  in  t\W\  sarà,  come  è  facile 
vedere  : 

4pV+4qìp  +  i2piqr. 

Ora: 

p  =  —  z2\     q  =  z\     r  =  o,     s=26z4\ 
quindi    il    coefficiente    cercato  è  — 108,  e  si  ha: 

£4  =  540- 
Dunque  : 

D=  —  j  [— 20  a*f  H—  360  a2b2f2H 

—2oaF>HT-{-54ob*fH], 
ossia  : 
D=s[a*fH+iS  a2  b2f2  H+a  b>  HT—  27  b+f>  H\ 
Per  trovare  l'espressione  di  E,  seguiremo  una 
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via  alquanto  diversa.  Si  ha: 

£=-ri^=-ri^-ri(a+K) 

h=o  h=o  h=o 

=»rKri(-x-\) 

h=o  h=o     x  ' 

4 

Ora  Y    I  Wh  è  una  forma  icosaedrica  di  400 

grado,  e  quindi  coincide  con  H2  a  meno  d'un  fat- 
tore costante  ;  osservando  poi  che  il  primo  termine 

4 
di  H2  è  j(J°,  e  il  primo  termine  di  1  T  Wh  è  —  £j°j 

fc=o 

risulta  che  quel  fattore  è  —  1,  sicché: 

Riguardo  all'altro  fattore,  ricordiamo  che  le  & 
sono  le   radici    dell'equazione  (11)    dell'art,    prec. 
sicché   si  ha,    u   essendo   una   indeterminata   qua- 
lunque : 

4 

[  ]  (u  -  th)  =  u(u<  +  iofu2  +  45f)  -  T. 

Ne  segue: 

"iK-f-'.) 

;j  =  0  7 

=  -  (^  +  io  tf?  b2f+  45  a  M/2  -f-  b>  T), 
e  quindi: 

E  =  a>  H2  +  10  a>b2fH2-\-45ab+f2H2  +  fcH2T. 
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L'equazione  cercata  è  dunque: 
p  _j_  5  [8  a\f  -\-a2bT—72ab2p  —  b>f  T]  Y2 
+  5  [a< f  H+iS  a2  b2  f2  H+a  b>HT— 27  bfH]Y 
+  [a?  H2-\-ioa'  b2fH2+4S  a  Vf  H2-\-fr  H2  T\=o. 

Di  qui  si  può  ottenere  una  risolvente  in  senso 
stretto,  ponendo  per  a,  b  delle  funzioni  di  ^ ,  ^ 
tali  che  Y  risulti  di  grado  zero,  cioè  risulti  funzione 
della  sola  £  A  tal  uopo  basta  porre,  indicando 
con  m,  n  due  costanti  : 

i2m£  hj+nf  ,: 

a—      H     '  TH       ' 

Introducendo  le  due  funzioni  di  ^  invarianti 
rispetto  al  sottogruppo  tetraedrico  considerato: 

lift  nfìV 

u  ==  —^-  ,      v  =      JH     , 

e  tenendo  conto  della  relazione  (art.   127): 

Z—  i:Z:i  =  T2:  —  W:  125/5, 
si  ha: 

Y  -=  m  v  -f-  n  u  v, 

mentre  l'equazione  diviene: 


*  Ciò  che  è  essenziale  è,  che  a  sia  di  grado  —  8  e  b  di 
grado  —  14.  Ora  le  funzioni  invarianti  più  semplici  di  questi 

/         P 
gradi  sono  appunto  -=j-  e  -t^Jj- 
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l75  —    y   (8w'-f  I2OT2n-| ~7~~    )  Y 

Scrivendo  per  brevità  questa  equazione  così  : 

il  suo  discriminante  è  : 

55[io8  oc5  y  —  i35a4£2-f  c,oa2Sy2 

—  32oafi3y-f256P5+Y4]  *. 


*  Ecco  un  procedimento  abbastanza  semplice  per  otte- 
nere il  discriminante. 

Cerchiamo  di  formare  il  risultante  dell'equazione: 

e  della  sua  derivata.  Invece  di  queste  due  equazioni  possono 
prendersi  le  due  : 

iy==Y4  +2*y+p=o,  <|,=  -  iyy-f^jaP  +4py+Y=o, 

od  anche  le  due  : 

•■J/  =  0,  X=  - ?<P*  —  <4  =  2fP  —  3a2   72  -f-  (2p2  —  ay)  ==  O. 

Dalla  prima  si  ha: 

-4py=3*^2-f-Y5 

e  quindi: 

i6fi2  72  =9a2  74 -j-  6oty72  +  y2  , 
ossia: 

o)  =  $x2  74  -L-(6ay—  16  fi2  )  72  -j-  y2  =  o. 
Il  risultante  delle  00  =  0,  /  =  0  è,   come  è  noto  (v.  per 
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Osserviamo  che  la  radice  quadrata  del  discri- 
minante, essendo  eguale  al  prodotto  delle  diffe- 
renze delle  radici,  è  una  funzione  simmetrica  delle 
Wh ,  th ,  e  quindi  una  funzione  razionale  di  /,  H, 
T.  Sarebbe  alquanto  lungo  valutare  questa  funzione, 
la  cui  espressione  analitica  non  ci  interessa. 


es.  :    Pascal,  Repertorio    di    matematiche    superiori,    Voi.    I, 
pag.   108): 

9x2(262— xy)— 23y2 


(2p2_  ayXóxy—  i6p2)-f-3*Y 
i8a?p2— 9oc3y — 2py? 
28ap2y— 32^— 3a2y2 


=0, 


— 27x4— 2(3(6xy— i6fi2) 
9x2(2p2— xT)— 2pY2 
I   — 27a+-}-32p3 — I2x8y 
i8a2p2— 9a3y— 2(8y2 

ossia,  togliendo  il  fattore  — 4^2  : 

ID8a5  y  —  135^4  p2  +  90X2  8y2  —  320xp  y-|-2  56p>'  -f  y4  =  o. 
Indicando  dunque  con  A2  (7)  il  discriminante,   cioè   il 
prodotto  dei  quadrati  delle  differenze    delle  radici,  e  con  k 
un  fattore  numerico  da  determinarsi,  si  ha  : 
A2(Y)=^rio8x>"y— i35x4fi2-f-9ox2py2— 320x^y+256p5-L-y4]. 

Per  calcolare  k,  consideriamo  un  caso  speciale;  suppo- 
niamo cioè  x=y=o,  58= — 1,  per  modo  chele  radici  del- 
l'equazione sono  ±  1,  àlh  o.  Siccome  A  (7)  è  il  determi- 
nante di  Vandermonde,  si  ha: 


A  (7) 


[          I 

I 

I 

I    — 

[           i 

—  i 

0 

—  I 

—  I 

0 

I    — 

—  i 

i 

0 

I 

I 

0 

16  i, 


256 


mentre    \2  (7)  = ~-k;  ne  segue  k  =  5 
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150.  Vogliamo  ora  calcolare  una  risolvente  di 
6°  grado  dell'equazione  icosaedrica. 

Il  gruppo  icosaedrico  contiene  6  sottogruppi 
diedrici  equivalenti  d'ordine  io,  uno  dei  quali  è 
quello  generato  dalle  sostituzioni  S,  £7,  e  gli  altri 
si  ottengono  da  esso  applicando  quelle  sostituzioni 
che  mutano  la  diagonale  1.12  nelle  altre  diagonali 
2.7,  3.8,  4.9,  5.10,  6.1 1.  Tali  sostituzioni  sono 
rispettivamente   T,   TS,   TS2y   TS5,  TS4. 

Le  sostituzioni  S,  U  sono,  sotto  forma  omo- 
genea : 

Ambedue  ci  danno  : 

sicché  cp  =  5  ^  ^J  è  una  funzione  invariante  per  le 
sostituzioni  del  sottogruppo  diedrico  considerato. 
Scrivendo  la  risolvente  così  : 
(1)  96  +  A^  +  Bf+C^-\-Dy2-\-Eo-{-F  =  o, 
le  A,  B,  C,  D,  E,  F  saranno  forme  invarianti  ri- 
spetto al  gruppo  icosaedrico  dei  gradi  4,  8,  12, 
16,  20,  24.  Dovendo  queste  forme  esprimersi  per 
/,  H,   T,  saranno  A,  B,  D  nulle,  e  inoltre  : 

C=yf,     E='fiH,     F  =  -(f, 
dove  x,  [3,  y  denotano  tre  coefficienti  costanti.  La 
(1)  diviene  dunque  : 

<p*  _|_  ayy  _j_  p  #?  _j_  yy2  ==  0 

Per  determinare  x,  p»,  y,  mettiamo  al  posto 
di  <p,  /,  #  le  loro  espressioni  ;  avremo  : 
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5602  +  «-50'(0,-000') 
+  P-  5  £  t  (-  e  -  228  tf  ^S.  -  494  C C  +  •  •  0 

+  Ypff  £  -  22  O;  + 1  «9  or  +  •  •  0  =  o, 

quindi,  eguagliando  a  zero  i  coefficienti   di  5(J*^f 

—  5  P  +  T  =  °>     5?  a  —  5-  228  p  —  22  y  =  o, 
56  —  j5.  1 1  a  —  5.  494  p  +  1 19  y  =  o, 
che,  risolte,  ci  danno  : 

a  =10,     p=i,     7  =  5. 
L'equazione  cercata  è  dunque  : 

(2)  9* + 10/9'  h-  «9  +  jf  =  0. 

Per  avere  una  vera  risolvente,  si  ponga: 

12PÌ: 
9  =  -^-, 

dove  9  è  una  funzione  della  sola  ^;  si  ottiene: 
C  +  ioZ'0  +  i2Z2Z  +  5  Z2  =  o. 
Si   può   dare    alla    risolvente    un'altra   forma, 
ponendo  nella  (2): 

(3)  v=~fl 

Per  fare  questa  sostituzione,  scriviamo  la  (2) 
così  : 

—  #cp  =  96  +  io/y +  5/% 

donde  : 

Mediante  la  sostituzione  (3)  questa  equazione 
diviene  : 

(e-io;  +  5)3  +  i728Z  =  o, 
ossia  : 
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(e-ioS  +  5)5 
Z-        -1728?       ' 
da  cui  : 

(4)  z-I=(i^i+4+i^. 

v  J  —  1728  E 

Per  ottenere  la  scomposizione  in  fattori  del  nu- 
meratore, ricorriamo  ad  un'osservazione  geome- 
trica. Le  sostituzioni  del  sottogruppo  considerato 
scambiano  tra  loro  i  punti  di  mezzo  dei  seguenti 
spigoli  : 

a)  1.2,  1.3,  1.4,  1.5,  1.6,  7.12,  8.12,9.12, 10.12, 11. 12; 

h)  2-3,  3  4)  4-5,  5-6,  6.2,  7.8,  8.9,  9.10,  10.11,  11.7; 

B  2-10,  3-11;  4-7)  5-S,  6.9; 

R  2.9,  3.10,  4.11,  5.7,  6.8. 

Considerando  pertanto  che  il  numeratore  della 
(4)  deve  annullarsi  nei  punti  di  mezzo  degli  spi- 
goli (perchè  in  questi  punti  Z—  1),  si  vede  che 
delle  sue  6  radici  due  devono  essere  doppie  e  due 
semplici,  sicché  : 

(V-i  o  H-5)!+i  728  5=(?+*  ?+(ì)2  (S'+tf+J). 
Di  qui  segue  : 

—  30  =  2a  +  y, 
\  3l5  =  a2  +  2aT+2^  +  òN, 

ro  <  "~ i3o°=*27+2aP+2iir+2a^ 

1  }  '  I  5  7  5  =  a 2  $  -f  2  a  g  Y  +  2  [i  &  +  fi 2  , 

I25  =  p2S. 

Invece  che  risolvere  direttamente  queste  equa- 
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zioni,  ammettiamo  a  priori  che  esse  abbiano  una 
soluzione  formata  da  numeri  interi.  Allora  l'ultima 
non  può  ammettere  che  queste  sole  soluzioni: 

d'altra  parte  dalla  ia  segue  y.  =  y  (mod  3),  e  quindi 
dalla  3a  p  =  0  (mod  3),  sicché  di  queste  4  solu- 
zioni le  sole  due  possibili  sono  : 

La  prima  renderebbe  il   2°  membro  della  pe- 
nultima equazione  (5)  multiplo  di  5,  mentre  non 
lo  è  il  primo  membro  ;  quindi  dev'essere  : 
p:=—  1,     H=I2$. 
Le  (5)  danno  poi  : 

a  =  —  4,     y  =  —  22, 
sicché  la  risolvente  cercata  é  : 
Z—  i:Z:i 

=(e-4C-i)2(^-^e+i25):(;2-io$+5)3: 
-1728*. 
151.  Il  concetto  di  risolvente  può   estendersi 
anche  all'equazione  modulare. 

Se  Ts  è  un  sottogruppo  d'indice  finito  s  del 
gruppo  modulare,  ogni  funzione  u  invariante  per 
questo  sottogruppo  è  legata  a  /  da  un'equazione 
algebrica  : 

(I)  /(«,    /)=0 

di  grado  s  rispetto  ad  u.  Questa  equazione  può 
chiamarsi  una  risolvente  dell'equazione  modulare, 
in  questo  senso,  che,  risolta  questa  equazione,  cioè 
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trovata  l'espressione  della  funzione  u  di  /  che  sod- 
disfa alla  (i),  basterà  saper  esprimere  ^  per  u 
per  avere  l'espressione  di  ^  mediante  /.  In  altre 
parole,  risolta  la  (i),  la  risoluzione  dell'equazione 
modulare  principale  : 

I  =  J(0 

è  ridotta  alla  risoluzione  dell'equazione  modulare 
relativa  al  sottogruppo  I\  : 

u  =  u(z), 

e  questo  problema  può  considerarsi  come  più  sem- 
plice del  precedente,  perchè  la  rete  di  Ys  è  più 
semplice  della  rete  di   l\ 

L'equazione  diedrica  per  m  =  3,  e  le  equa- 
zioni tetraedrica,  ottaedrica  ed  icosaedrica,  sono 
risolventi  dell'equazione  modulare  corrispondenti 
ai  sottogruppi  V[2] ,   CfJ] ,  F[4l ,  TU]. 

Noi  costruiremo,  come  esempio,  altre  due  ri- 
solventi, una  di  50  ed  una  di  6°  grado,  corrispon- 
denti al  sottogruppo  [\  .;  esse  sono  necessaria- 
mente equivalenti  all'equazione  icosaedrica,  ed  infatti 
troveremo  che  coincidono  con  due  risolventi  (e- 
quivalenti)  di  essa  già  costruite. 

Abbiamo  veduto  (art.  113)  che,  se  p  è  nu- 
mero primo,  G  }  contiene  p  -J-  1  sottogruppi 
emimetaciclici  Gi,(/,_I);  a  questi   corrispondono    al- 

frettanti  sottogruppi  di  F  d'indice  p  -f-  1.  In  par- 
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ticolare  per  p  =  5  si  hanno  6  sottogruppi  d'indice 

6,  i  quali  contengono  tutti 
il  sottogruppo  [V« .  Uno  di 
essi  è  costituito  dalle  so- 
stituzioni modulari  per- 
mutabili col  gruppo  ciclico 
generato  dalla  ò,  quindi 
contiene  la  5  stessa.  Ne 
segue  che  il  suo  campo  fon- 
/  (lamentale  è  tutto  compre- 

(7-/V.  47).  so  in  una  striscia  di  larghez- 

za 1  parallela  all'asse  imaginario.  L'espressione  gene- 
rale delle  sostituzioni  del  sottogruppo  è  (art.  109): 


(mod  5) 


ne  risulta  senza  difficoltà  che  ii  gruppo  è  permu- 
tabile colla  pseudosostituzione  £  —  —  ^,  sicché  il 
suo  campo  fondamentale  può  prendersi  simmetrico 
rispetto  all'asse  imaginario.  Aggiungendo  a  queste 
condizioni  le  altre,  che  il  campo  è  connesso  e  con- 
sta di  12  triangoli,  e  partendo  per  costruirlo  dal 
bitriangolo  1  della  rete  modulare,  si  ottiene  imme- 
diatamente il  campo  disegnato  nella  fig.  47.  Me- 
diante una  deformazione  continua  di  cui  una  fase 
intermedia  è  rappresentata  nella  figura  48,  noi  pos- 
siamo portare  il  campo  a  ricoprire  un  intero  piano, 
che   diremo  piano  u,  e  noi  faremo  ciò  in  modo  che 
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l'asse  imaginario  del  piano  ^  mantenendo   la  sua 

forma  rettilinea,  va- 


da a  coincidere  col- 
Passe  reale  del  pia- 
no tt3  e  che  su  que- 
sto asse  vengano 
a  cadere  tutti  i 
nodi  del  campo 
meno  i  nodi  d,  h 
(fig.    49).    Allora, 


posto  u  3=  — ,  1  e- 
v 


(Fig.  4S). 
quazione  modulare  : 

/(;)  =  / 

Lavrà  una  risolvente  di  6°  grado  in  y;  i  coefficienti 

di  questa  saranno  fun- 
zioni razionali  di  i° 
grado  di  /,  giacché  ad 
ogni  valore  di  v  cor- 
risponde un  unico  va- 
lore di  /.  Potremo 
(fig.  4(j).  quindi  scrivere   la  ri- 

solvente considerata  come  segue  : 

J—i:J:  l=<p(v):^(t/):x(v), 
dove  cp  (v),  i  (f),  1  (v)  sono  polinomi  di  6°  grado 
al  più. 
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Supporremo  che  nel  punto  /  cada  l'origine  del 
piano  11. 

I  nodi  di  ia  specie  sono  n,  d,  h,  bl  *;  quelli 
di  2a  specie  am}  cegk;  quelli  di  3*  specie/,  p. 
I  punti  n,  b,  in  ciascuno  dei  quali  concorrono  4 
triangoli,  devono  considerarsi  come  doppi;  i  punti 
d,  h,  in  ciascuno  dei  quali  concorrono  2  triangoli, 
come  semplici.  Parimenti  a,  e  sono  tripli,  e  /  è 
quintuplo.  Quindi  il  polinomio  <p(V)  ha  due  radici 
doppie  e  due  semplici,  <L  (v)  due  radici  triple,  jr  (y) 
una  radice  quintupla  ed  una  semplice.  Inoltre  la 
radice  quintupla  di  %fò)  ^  ^  =  °°  ,  la  semplice 
v  =  0,  sicché  si  ha,  a  meno  d'un  fattore  costante, 
y  (v)  =  v.  Noi  porremo  : 

y(v)  =  —  17281;; 
inoltre  : 

i(v)  =  i(v2  +  *v  +  $y(y*  +  yv  +  i), 

i(v)  =  ^(;V2  +  ZV  +  Zy. 

Dalla  relazione    : 
(1)    9  (y)  =  h  (y)  —  y  (v)  =±=  $  (v)  -f-  1728  v, 
che  ci  dà  X  =  f*.,  segue  : 

e  derivando  : 

v  o  '  (y)  —  o  (y)  =±vty*  (y)  —  ty  (y), 


*  Con  b  1  intendiamo  il  punto  in  cui    coincidono  dopo 
la  deformazione  i  punti  b  ed  l. 
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ossia  : 

(^  +  ^  +  £)[5^  +  (5a  +  4ì>3 

+  (H3H2aTy  +  a^-Prì] 

Poiché  i  trinomi  (V-j-oci/ -{-(}),  (V-j-w-f-0 
non  hanno  radici  comuni,  dev'essere  : 

5V2  -f-  2  z  v  —  C  =  5  (V  -j-  y-  v  +  [^), 

5  ^4  +  (3  *  +  4  7)  v>  +  (fi  +  3  *  +  2  a  y)  tf 

+  a  &  v  —  {$  ò'  =  5  (V  -f  £  v  -f  ^)2 . 

Di  qui  segue  : 
2  e  =  5  a,     —£.==50,     3a  +  4y=i0£, 

P  +  3^  +  2aT  =  5£2+ioC, 
aà=iO£*(,      — M^ijX*. 
Risolvendo  si  trova: 

(2)      *=^,  r=J.  ! 

4    '        20 

Dalla  (1)  si  ha  poi,  paragonando  i  coefficienti 
di  v  e  ricordando  che  X  =  p-  : 

A[2aia  +  p2T-3s>;2]—  1728  =  0, 
ossia  per  le  (2)  : 

lzs  =  —  io5. 

A  causa  dell'arbitrarietà  che  vi  è  nella  defor- 
mazione da  noi  eseguita,,  il  coefficiente  a  può  pren- 
dersi a  piacere;  facendo  a=i,  si  ha  e5  =  — ios. 
Ora  s  è  la  somma,  col  segno  cambiato,  dei  valori 
di  v  corrispondenti  ai  punti  a,  e,  valori  che  sono 
reali;  quindi  £  =  —  io. 


5  ==  _  3  (mod  8),    GM  contiene ^-       =  5 
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Dalle  (2)  segue  poi: 

*  =  —  4»     P  =  —  *j     Y^  — 22> 
$=125,     £  =  —  io,     5"s2c;J-, 
sicché  la  risolvente  cercata  è: 
J  —  j  :  J  :  1  —  (V  —  4^ —  i)2(V  —  22f -(-  125) 
:  (V  —  iov  4"  5)3  :  —  17281;. 
Essa  è  identica  alla    risolvente    dell'equazione 
icosaedrica  trovata  nell'art.   150. 

152.  Un'altra  risolvente  dell'equazione  modu- 
lare si    può    ottenere   osservando    che,  per   essere 

5(5^i) 
24 

sottogruppi  tetraedrici  equivalenti  G]7,  ai  quali  cor- 
rispondono 5  sottogruppi  equivalenti  F  di  indice 
5  di  r  contenenti  tutti  rm  =  r6o.  Questa  risol- 
vente sarà  pertanto  di  50  ordine. 

Siccome  S  e  le  sue  potenze,  considerate  come 
sostituzioni  di  G^jj  sono  d'ordine  5,  così  esse 
non  possono  far  parte  d'un  gruppo  tetraedrico  ; 
quindi  i  bitriangoli  1,  5,  S2,  S5 ,  S4  non  sono  o- 
mologhi  tra  loro  rispetto  a  nessuno  dei  V$ .  Giò 
basta  per  poter  concludere  che  l'insieme  di  questi 
bitriangoli  costituisce  un  campo  fondamentale  per 
uno  dei  T  .  Infatti,  se  noi  stabiliamo  la  corri- 
spondenza  dei  lati  di  questa  figura  così:  ab,  ap; 
bd,  fd;  fg  hg\  hm,  pm,  e  se  deformando  il  po- 
ligono lo  riduciamo  ad  una  superficie  chiusa,  cioè 
ad  un  piano,  la  rete  di  cui  questo  piano  risulta  ri- 
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coperto  soddisfa  alle  condizioni  del  teorema  d'e- 
sistenza dei  sottogruppi  (art.  97),  come  meglio 
vedremo  tra  poco  esaminando  i  singoli  nodi,  ed 
a 


(Fig.  $0). 


ha  il  simbolo  (2,  3,  5),  quindi  esiste  un  sottogruppo 
d'indice  5  che  ha  per  campo  fondamentale  il  dato 
poligono,  e  questo  sottogruppo  deve  contenere 
r[sl ,  sicché  deve  coincidere  con  uno  dei  5  conside- 
rati. Quanto  ai  nodi,  quelli  di  ia  specie  sono  ce, 

Viva  n  ti.  „, 
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g,  In;  quelli  di  2a  b.fhp,  d,  m;  quelli  di  3*  si 
riducono  al  solo  a.  I  punti  e,  l  sono  doppi,  il 
punto  g  è  semplice;  il  punto  b  è  triplo,  i  punti 
d,  m  sono  semplici;  il  punto  a  è  quintuplo.  La 
risolvente  avrà  qundi  la  forma: 

J—i:J:i=  900  :  $  0)  :  l(u% 

dove: 

?  00  = l  O2  +  a  »  +  (0*  (a  ~  T)j 
460  =  fe  +  fe  +  sX«  —  03 ,    x(*0  =  y(«  —  ».)*. 

Supponiamo  che  M  rappresenti  l'affisso  dei 
punti  del  piano  sul  quale  abbiamo  disteso  la  rete, 
che  agf  sia  una  retta  coincidente  coil'asse  reale  del 
piano  stesso,  inoltre  che  g  sia  l'origine  ed/  abbia 
per  ascissa  — 3.  Allora  sarà  r,  =00,  quindi  xOO 
si  ridurrà  ad  una  costante,  sicché  potremo  porre: 

zW=  1728; 

per  conseguenza  dalla: 

(1)  ?00~<K<0--  x(*0 

avremo  A  —  (/..  Inoltre  sarà  : 


=  o 


Y    9 

1      s  —        3? 


e  la  (1)  diverrà: 

(2)  lu(u2+0Lii+ty=l(u+3)Xu2+ì>u+z)— 1728. 

Derivando  abbiamo  : 
(V  -f  a  W  -f  (J)  [(V  +  a  w  +  p)  +  2  »  (2  M  -f-  a)] 

=  (k+3)'[3(*2  +  *«  +  0  +  (*+3)(2k  +  8)L 
ossia  : 

(u2  +  xu  +  $)(5u2  +  3*u  +  P) 

=  (*  +  3)2|>a  +  (4*  +  0*  +  (3«  +  3*)]- 
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Col  solito  ragionamento  si  trova: 

5(^  +  aw  +  ri)  =  5^  +  (4^  +  é>-f-(3s  +  3^ 

da  cui: 

e  risolvendo  : 

a  =10,      P  =  45,      ^=11,      £  =  64. 
Se  poi  nella  (2)  si  fa  u  =.  o,  si  ha  : 

272 
La  risolvente  è  dunque  : 

=/^24-io?i-f-45)2:(z^-f-3)5(w2-)-iiw-f-64):i728; 
essa  coincide    con    quella   trovata   per   l'equazione 
icosaedrica  nell'art.  148. 

Rapporti  tra  le  equazioni  poliedriche  e  la  teoria 
della  risoluzione  algebrica  delle  equazioni. 

153.    Abbiasi  un'equazione   generale    del    30 
grado,  che  possiamo  imaginare  ridotta  alla  forma  : 

(1)  x3  -f-  3&X  +  2b  =  o 

mediante  una  sostituzione  lineare  ;  e  sieno  x  ,  x  . 
x}  le  sue  radici,  fra  le  quali  avrà  luogo  la  relazione  : 

(2)  £  x.  =  o. 

Considerando  0,  &  come  variabili,  x  ,  #  ,  jc 
possono  rappresentare  le  coordinate  omogenee  dei 
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punti  della  retta  (2),  e  ad  ogni  permutazione  di 
esse  corrisponde  una  trasformazione  proiettiva  della 
retta  in  sé  stessa,  quindi  una  trasformazione  lineare 
dell'ascissa  ^  dei  punti  della  retta.  Le  6  permuta- 
zioni delle  x  ,  x2 ,  x  danno  origine  così  a  6  so- 
stituzioni lineari  di  £,  formanti  un  gruppo  oloe- 
dricamente  isomorfo  al  gruppo  delle  6  permuta- 
zioni. Ora  un  gruppo  di  6°  ordine  di  sostituzioni 
lineari  non  può  essere  che  un  gruppo  ciclico  od 
un  gruppo  diedrico  ;  il  primo  caso  è  da  escludersi, 
perchè  non  è  ciclico  il  gruppo  delie  6  permutazioni, 
quindi  il  gruppo  delle  6  sostituzioni  lineari  di  % 
è  diedrico  (m  =  3).  Ne  segue  che  la  determina- 
zione di  ^  in  funzione  di  a,  b  si  riduce  alla  riso- 
luzione d'un'equazione  diedrica  di  6°  grado.  Osser- 
vando poi  che,  fissata  ~,  sono  determinate  in  modo 
unico  le  coordinate  x{  ,  x2 ,  x-  ,  può  dirsi  a  priori 
che  le  xx ,  x2j  x>  saranno  esprimibili  come  funzioni 
razionali  di  £.  Sicché  può  concludersi  che  la  riso- 
luzione dell'  equazione  generale  di  30  grado  può  ri- 
dursi a  quella  dell'  equazione  diedrica  di  6°  grado. 
Denotiamo,  come  sempre,  le  sostituzioni  del 
gruppo  diedrico  di  6°  ordine  con: 

1,  s,  s2,  r,  sr,  s2r, 

dove  le  sostituzioni  5,   T  sono  rispettivamente: 


27TI 


(3)  *'.=f.f  ^        <X-:, 

Alla  S   possiamo    assegnare   come   corrispon- 
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dente  nel  gruppo  delle  permutazioni  delle  xt,  x2ì 
x,  la  x%X'Xtì  che  è  d'ordine  3,  alla  Tla  xlx^x29 
che  è  d'ordine  2.  Tenuto  conto  che  ^  è  funzione 
lineare  delle  xl9  x2,  x  ,  poniamo  : 
aixl  rj-  &tx2  ^f-  tf.x 

(4)  *=  *,*,  +  *,  *,  +  *',*',' 

27TÌ 

e  scriviamo  per  brevità  a  in  luogo  di  e  5  .  Appli- 
cando alla  £  le  sostituzioni  (3)  ed  alle  x  ,  x  ,  x 
le  permutazioni  corrispondenti,  si  ha: 

/  aiX2~\~    d2X^    ~f~    ^    X. 

(5)  ]  n=*I*,  +  *,*3+*5*-' 


f   7  —  i 


Xj  -j—  <^2  jc,  -J—  a,x2 


7_  bixi-\-  b2x,  -\-b,x2  ' 

e  quindi,  confrontando  le  (5)  colla  (4): 

...     «a a«2 a#3  _      ^  è  &3 

&.  tf,  a2       ~  b^      ~  bi      "  b2  ' 

e 7Ì  a  =  a. = a  =  A.  b=  A.  =  A . 

&,      "  ;i    "      £2         ai   ~      a    "      a2 
Se  p  è  il  valore  comune  dei  rapporti   (6),  s 
quello  dei  rapporti  (7),  si  trova  immediatamente: 

£  =  1/7,      e  =  ]/?; 
inoltre  : 

a2  =  y.2$aì,     a,  =  <x^atì     b2  =  $bs, 
b}  =  ^lbl,     bt  =  sas,     (h=Vj 
quindi  può  porsi: 
fc=I,      a2=y.,     a,=:a2,     ^,=s,     b=zy.2,     b,=soc. 
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È  facile  persuadersi  che  è  indifferente  prendere 

per  £  l'uno  o  l'altro  dei  valori  +  i  ;  preso   e  =  -f-  i, 

si  ha: 

x  -4-  a  X  -4-  a2  x 
7  =  — — ! l 

Poniamo  : 
(8)     *,-}-*  .v2+x2  *,=/>,     A^+a2  A-2+a  x=q, 
sicché  : 

dalle  (2),  (8)  segue,  in  virtù  di  proprietà  note  delle 
radici  dell'unità: 

(9)    *,-7<£+?>'   4:^f(<M-f?> 

x^j^P  +  ^Ù 
inoltre  : 

p  q  =  x\  -\-  a2  -f-  a;  —  if,  x2  —  xi  x}  —  x2  x. 

=  (*,  -f  *a  +  *})'  -  3  (*Ì  *a  +  *,  *3  +  **  *,) 
=  —  3  (*, x,  +  *,  v3  +  *a*j)  *=  —  *'*> 

P'  +  q>  =  2  (a;  +  x\  +  a;)  +  1 2  x,  a2  a3 

-  3  (aJ  A2  +  *;  A-  +  X\  A3  +  A,  A2  +  A2  A3  +  *,  x|) 

=  2(AI+A2  +  A3)3 

z=27AiA2A3=  —  54^, 

ossia  : 

(io)    tf  =  --^,    *  =  —  £(/>'  +  ?')• 

Introducendo  questi  valori  nell'equazione  die- 
drica  a  cui  soddisfa  %\ 
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7_0ti  +  I)2_ 

_0>3+?5)2 

41' 

Ap'r  ' 

si 

ottiene 

per  Z  il  valore: 

Z  =  — 

#3 

D'altra  parte  le  (io) 

possono  scriversi  : 

a  = 

-jlf,      b  = 

--  —  7-4^  + J)r; 

ne 

segue  : 

b          1   % 

5+I, 

a          6 

ft 

£ 

qui 

indi  : 

6b      7 

_6£     ^2 

e  le  (9)  ci  danno  le  seguenti  espressioni  di  xi ,  x2 ,  x, 
come  funzioni  razionali  di  £; 

\     '         a     ^  +  1    '         2     "  a         t  +  i       ' 

^      J)  x    __2b,\(,\+l) 

Risolvendo  l'equazione  diedrica,  si  ha  (art.  147): 

l  =  y2Z-i+2VZ(Z—  1) 

3 • 

=  —  -  f  —  2 b2  —  a>  +  2 b \'tf  +  a} 


=  --^(b-Yb>  +  a>) 
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questo  valore,  introdotto  nelle  (n),  ci  dà  la  riso- 
luzione dell'equazione  (i). 

154.  Prima  di  esporre  la  risoluzione  dell'equa- 
zione generale  del  40  grado,  premettiamo  un'osser- 
vazione, e  cioè,  che  il  gruppo  delle  24  permutazioni 
di  4  elementi  è  oloedricamente  isomorfo  al  gruppo 
ottaedrico.  Infatti  esso  contiene  l'operazione  (2341) 
d'ordine  4  e  l'operazione  (1243)  d'ordine  2,  il 
cui  prodotto  è  l'operazione  (2431)  d'ordine  3 
(art.   104). 

Per  stabilire  effettivamente  l'isomorfismo,  si 
possono  assegnare  ai  4  vertici  d'un  tetraedro  re- 
golare rispettivamente  gl'indici  1,  2,  3,  4,  e  far 
corrispondere  anzitutto  ad  ogni  rotazione  del  te- 
traedro su  sé  stesso  la  permutazione  dei  vertici  da 
essa  prodotta.  È  facile  persuadersi  che  le  12  per- 
mutazioni corrispondenti  alle  12  rotazioni  del  te- 
traedro su  sé  stesso  sono  tutte  pari.  Facendo  poi 
corrispondere  ad  una  qualunque  delle  rotazioni  che 
mutano  il  tetraedro  nel  suo  polare  una  qualunque 
delle  permutazioni  dispari  dei  4  indici  1,  2,  3,  4, 
si  completerà  l'isomorfismo. 

Le  tre  rotazioni  d'ordine  2  del  gruppo  tetrae- 
drico hanno  per  assi  le  3  mediane,  quindi  ciascuna 
di  esse  scambia  i  vertici  due  a  due;  ad  esse  corri- 
spondono dunque  le  permutazioni  (2143),  (3412), 
(4321).  Noi  supporremo  applicati  gli  indici  ai  ver- 
tici in  modo  che  alla  rotazione  U  corrisponda  la 
permutazione  (2143). 
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Inoltre  sceglieremo  come  corrispondente  alla 
rotazione   V  la  permutazione  dispari  (2341). 

Dopo  ciò  assumiamo  l'equazione  del  40  grado 
sotto  la  forma  principale: 
(  1  )  *4  -f-  4  a  %  -f-  b  :==  o, 

alla  quale  si  può  ridurre  l'equazione  generale  me- 
diante la  risoluzione  d'una  equazione  di  2°  grado, 
come   vedremo  più    innanzi.    Le  4   radici  x% ,  #2 , 

x, ,  x    soddisfanno  allora  alle  relazioni  : 

4  4 

(2)  2[x.=-ò,      232=:o; 

e  però,  considerandole  come  le  coordinate  omo- 
genee dei  punti  dello  spazio,  i  24  punti  corrispon- 
denti a  ciascuna  equazione  (1)  giacciono  sopra 
la  conica  di  equazioni  (2),  che  possiamo  dire  co- 
nica principale. 

Cerchiamo  di  costruire  una  funzione  lineare  ^ 
delle  xi  che,  per  le  permutazioni  di  queste,  subisca 
le  sostituzioni  corrispondenti  del  gruppo  ottaedrico. 
Naturalmente  basterà  accertarsi  che  ciò  accada  per 
le  due  permutazioni  (2341),  (2143),  a  cui  sono 
state  assegnate  come  corrispondenti  rispettivamente 
nel  gruppo  ottaedrico  le  F,  U.  Ricordiamo  che  le 
espressioni  di  queste  due  sostituzioni  sono  rispetti- 
vamente (art.  64): 

Posto  pertanto: 
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*..-  b^^  +  b^  +  Kx^'+b^^ 

dovrà  essere: 

a  x  4-  #  a-  -f-  a  x   -\-  a  x 

I        2        I  23I  34I  |         I 


b,  x,  -f-  b,  x,  +  b\  x  4-  £  .v 

,     v  /  I2l  23I  34I  41 

#  x  +  £  x  4-  tf,  a-,  -f-  a  x 

•    «    «    1      2    2    1      33'      44 

—  % 


(4) 


£ ,*,-f-£ 2*  +^*  +£,  X,         #  X--J-0,X,+0,Jt.-4-0  A" 
i-i       j.     1    \       34'        i3  ili        221        3     >    '       44 

La   (3)    è    soddisfatta    identicamente  *,    se    si 
pone  : 

a±  _  _  ai      ai  _  _  a3  _  _  K  _  _  K      K  _  _  b> 

ia       ia^      ia       ia  ~     b         b    '  ~  b    '  '  ~  b 
123412^4 

Indicando    con  y  il   valor    comune    di   questi 
rapporti,  si  trova: 

à,  ==  —  i v5 a.     a  =  —  v2 a  ,     a  —iy a  , 
2  ti?       3  li*       4         ti" 

sicché,  posto  -~  =  e,  dove  e  è  da  determinarsi,  può 

farsi  : 

at=c,     ci2  =  —  i  y3  e,     a  =é  —  y2  e,     a  =i  y  e, 


*  A  questo  modo  si  va  al  di  là  del  necessario;  giacché 
basterebbe  che  la  (3)  fosse  soddisfatta  tenendo  conto  delle 
relazioni  (2)  che  intercedono  fra  le  xh . 
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Dopo  ciò  la  (4)  diviene: 

Crt        )       °   ^  +  Y5*,+yX  +  Y*3 

-=  -il  ^+T3^  +  f^+T^4  ; 
e   xx  —  i  y3  x2  —  y2  *,  ~i~  *  T  x 
È   facile   vedere    che    non   si    può   soddisfare 
identicamente  a  questa  relazione;  però  possiamo  cer- 
care di  soddisfare  ad  essa  tenendo  conto  delle  (2). 
A  tal  uopo  scriviamo  la  (5)  cosi  : 
c\x—ifx~f  x4+ipg(x  -rr>x—fXì+iyXJ 

Dovrà  essere  pertanto  identicamente,  h,  k  es- 
sendo due  costanti  da  determinarsi: 

cXx2— ¥*  — t2*4+*y*5)  0v  —  *?3*  —  y2*3+*y\) 
-(^+y5^i+yXH-y^5)(^1+y^,+y^j+y^4) 

Eguagliando  a   zero  i  coefficienti    dei    singoli 
termini  dello  sviluppo  del  primo  membro,  si  ottiene: 

2r.^2 — 2y-|-2/7— o, 
e  di  qui: 

!+Y2  — 2Y   __/    J~ 


1  -  y  —  2 


da  cui,  scegliendo  arbitrariamente  il  segno  : 

1  -jT 

Per  y  dobbiamo  prendere   una  radice  quarta 
dell'unità  tale,  che  non  renda  e  né  nullo  né  infinito; 


412     RAPPORTI    TRA    LE    EQUAZIONI    POLIEDRICHE,    ETC. 

facendo  per  es.  y  =  — i,  si  ha: 

2 
C  —  —7—.  —  I  —  U 

-   v  I+t 

quindi  : 

a=i — i,  a=.i{i — ì),  a= — (i — i\a= — j(i — fjj 
sicché  l'espressione  di  ^  è: 

Z  =  (l  —l) : 2 -4  • 

X    —  X    -\-  X    X 

I  2        I  j  4 

Scriviamo  per  brevità  : 

(6)     <  A=XI+ÌX+^3-H\=^,— *i  "f*, 


■IX  4, 


■X 


4  » 


f P3=rXI+i'x2+i  x3+i9x=x—ix—xs-\-ix4; 
avremo  : 

(7)  *  =  (i-*)|s 

inoltre  dalla  prima  delle  (2)  e  dalle  (6): 
^,=  Ì(P,+A+/'i), 

*,=  y?Pt+Ì%+?P.)=~(-p,+P  ,-PÙ 

Vf  $f&-àftt¥bdF±  ~i}p-P-^P-), 

equazioni  che  possiamo  riassumere  nella  seguente  : 

*t+,  =}(i''"Pì  +  i2"p>  +  i"p~)      0'  =  ».  '.  *>  3> 
Di  qui  risulta,  per  la  seconda  delle  (2): 

o  =  P:Zi"h+p:Xi<h+p]Xi'h 
+  zpj,'Li~'h  +  2P;P,^h+2P,P>'Liih- 
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Per  le  proprietà  note  delle  radici  dell'unità,  le 
somme  come  quelle  che  entrano  nel  2°  membro 
sono  tutte  nulle,  tranne  quelle  in  cui  all'esponente 
figura  il  fattore  4  o  un  suo  multiplo,  le  quali  han- 
no il  valore  4,  sicché  si  ha  semplicemente: 

(9)  Pl  +  zpJ^0- 

Come  si  vede  dalle  (6),  le  pi  si  possono  con- 
siderare come  coordinate  omogenee  dei  punti  del 
piano  contenente  la  conica  principale,  ed  allora  la 
(9)  è  l'equazione  della  conica  stessa.  La  conica 
passa  pei  due  vertici  (o,  o,  1),  (1,0,0)  del  trian- 
golo fondamentale;  e  £  può  assumersi  come  il  pa- 
rametro dei  raggi  corrispondenti  dei  due  fasci  che 
proiettano  la  conica  da  questi  due  punti,  giacché 
dalle  (7),  (9)  si  ha  : 

(io)       <  =  (l_0A=_     *     £. 

Indichiamo  al  solito  con  sx ,  s2,  ...  le  som- 
me delle  potenze  simili  delle  radici  della  (1).  Dalle 
(2)  risulta  $t  =  o,  s2  ==  o  ;  segue  poi  dalle  for- 
inole di  Newton  (v.  art.   149): 

ossia  : 

s  = — 12  a,     s4  =  —  \b. 

Calcoliamo  le  s^  s^  mediante  le  (8).  Abbiamo  : 
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s}  =  rAP\li9"+PlTi6"+Pllii"+-3PlPìI.iih 

h  h  h  ■     h 


i>" 


+  3PJ2,liih  +  3p2,Plliih  +  3PìP]l 

+3p:p,l'iib-ì-3pIp:li7h+6plp1p,>j_i6h\, 

h  h  h 

che,  per  le  proprietà  poc'anzi  ricordate  delle  radici 
dell'unità,  si  riduce  a: 

inoltre  : 

u-ètop'"  ±*i  Ì  f"  +Pìpn+6PiPl  I  i61 

+ (>p\p\  i  >u + 1$  p:  z  i'°" + Apip-,  \  *7k" 

+  4PJ\  2>*  «f  4P\P,  ti'"  +  4P,?,  I i'°h 

h  Vi  h 

+  4PlP>Xi"h  +  4P,PlI.i9"+i2p'lp2p„>Xi9b 

h  h  h 

+  **.P\ttpt  Z  »*'  +  ^p'p.p,  Z  P*]» 

che  si  riduce  a: 

espressione  che,  in  virtù  della  (9),  diviene  : 

h  =  ~[P]-i4P',Pl+P4J- 
Si  ha  dunque  : 

Ora  segue  dalla  (io): 

quindi  le  precedenti  divengono: 
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\a=—  -^-px(x—  1)=—  -2-p'Kz,  1), 

Dividendo  l'una  per  l'altra  queste  due  relazioni, 
e  introducendo  poi  il  risultato  ottenuto  nelle  e- 
spressioni  di  p  ,  p2,  si  trova  : 

A  =  -8,-±,<^-0     j 

«^  +  14^+1' 

f        *3  =  40+o4-.f  "!>.  ; 

infine,  sostituendo   nelle   (8),    si  ottengono   le    e- 
spressioni  di  x,  r  xx,  x  ,  x    mediante  £  : 

^•,=L(i-*X-2r+(i+0]- 


x_=[_(l+^+2^_(l_0]„_ 


*,=[-(•  -*>-^-(i+o]4-  .y-/?  » 
\=[(i+^+^+(i-oj4-  ,y~i  • 

La  ;(  è  una  radice  dell'equazione  ottaedrica: 

w\%_,  1)  _ 
io8i»&  i)-z» 

la  quale,  per  le  (n),  diviene: 
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W>&     I)      .  » 


io8^4(^  i)~27^4 

Risolta  quest'equazione  (art.  147),  le  (12)  ci 
daranno  le  radici  della  (1). 

155.  Dobbiamo  ora  vedere  come  si  passi  da 
un'equazione  generale  di  40  grado  ad  un'equazione 
mancante  del  2°  e  del  30  termine. 

Noi  possiamo  supporre  l'equazione  già  privata 
del  2°  termine,  cioè  posta  sotto  la  forma: 
(1)  f -\-  Gay2  -\-4by  -\-c  =  o. 

Siano  yi ,  y2y  y^  y  le  radici  di  questa  equa- 
zione, e  st  j  s2 ,  ...  le  loro  funzioni  simmetriche 
complete. 

Posto  : 

(2)  *=/  +  *},_i, 

4 
dove  k  è  una   costante   qualunque,   l'eliminazione 

di  y  tra  le  (1),  (2)  darà   luogo    ad    un'equazione 
di  40  grado  in  x,  le  cui  radici  saranno  : 

(3)  Xk—yl+byh  —  4"  <*-i.*.*.4jt 

4 

Poiché  ^==0,  dalle  (3)  risulta: 

4 

Z**  =  52  +  ^,  —  *2  =  °; 

inoltre  : 

sicché,  se  si  vuole  che  l'equazione  in  x,  oltre  che 
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del  secondo  termine,  sia  priva  anche   del  terzo,  k 
dev'essere  tale  da  soddisfare  all'equazione: 

(4)  52F  +  2^+(^--Ì)=0. 

Ora: 

c2  =  6a,     c5  =  — 4^,     c^  =  c, 

quindi,  per  le  formole  di  Newton  : 

s2  =  —  2  c2  ±=  —  1 2  a,     5  =  3  cs  =  —  1 2  b, 
s4  =  —  4c^  +  2c22  =  —  4c-\-72  a\ 

sicché  la  (4)  può  scriversi: 

k2  4-  2  —  &  —  I  3  #  —  —  1=0. 
Risolvendo  si  ha  : 

e  la  (2)  diviene: 

*=/+t[-**  ^2  -  f + 3  ^  +  3  <h 

sicché  le  radici  dell'equazione  trasformata  sono: 


+t[-ì±iA-t+3* 


?*  +  3* 


U      [ 

(A  ==  1,  2,  3,  4). 

Mediante  questa  espressione,   e  coll'uso    delle 

4 
formole  di  Newton  *,  si  possono  calcolare  V  x> , 


fc-i 


*)  Queste  formole  ci  danno  nel  caso  nostro  : 
s.  =  120  ab, 

s6  =  jóac  -f-  48  i>2  —  432<p  , 
^7  =  28  b  e  —  1008  a2  fe, 
f„  =  4C2  —  288  a2  e  —  768  ab2  -f-  25920*  . 

VlVANTI. 


27 
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4 

]T  x\ ,  e  quindi  i  coefficienti  dell'equazione  trasfor- 
mi 
mata. 

Risolta  poi  l'equazione  trasformata,  cioè  de- 
terminata x,  l'Algebra  ci  insegna  a  dedurre  per  via 
razionale  il  valore  di  y  dalle  (i),  (2). 

156.  Anche  per  le  equazioni  di  50  grado  par- 
tiremo dalla  forma  principale  : 
(1)  xs  -f-  5  #*2  -|-  5  bx-\-  c  =  o, 

riservando  a  più  tardi  il  problema  della  riduzione 
dell'equazione  generale  a  questa  forma.  Dette  xx , 
x2,  x  ,  x  ,  x    le    radici    dell'equazione   (1),    esse 

soddisfanno  alle  due  relazioni: 

s 

(2)  z  **=<>, 

J>=x 

(3)  t*l  =  o- 

Noi  possiamo  individuare  ciascun  punto  dello 
spazio  mediante  5  coordinate  omogenee  xh  legate 
tra  loro  dalla  relazione  (2);  tali  coordinate  diconsi 
pentaedrali  *.  Allora  a  ciascuna  equazione  (1)  cor- 
rispondono 120  punti,  potendosi  le  sue  5  ra- 
dici prendere  in  tutte  le  120  loro  permutazioni  pos- 
sibili, e  questi  punti    stanno   tutti    sulla   superficie 


*  Come  tali  per  es.  possono  prendersi  le  4  coordinate 
omogenee  relative  ad  un  tetraedro  fondamentale  qualunque, 
e  la  loro  somma  presa  negativamente. 
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avente  per  equazione  la  (3),  superfìcie  che,  come 
è  facile  vedere,  è  una  quadrica.  Noi  la  chiamere- 
mo la  quadrica  principale.  Ogni  permutazione  delle 
radici  equivale  ad  una  collineazione  che  trasforma 
la    quadrica    in    sé    stessa;    così   la   permutazione 

XaTx~Xa,xa  %*+ .  dove  i  numeri  x,   coincidono,  a 
12,45/  ■  »  '   ■  ' 

parte  l'ordine,  coi  numeri  1,  2,  3,  4,  5,  equivale 
alla  collineazione: 

Vediamo  come  si  comportino  rispetto  a  que- 
ste collineazioni  le  generatrici  rettilinee  della  qua- 
drica. Anzitutto  ogni  generatrice  si  trasforma  in 
una  generatrice,  giacché  una  sostituzione  lineare 
trasforma  necessariamente  ogni  retta  in  una  retta. 
Inoltre  due  generatrici  gi9 g3  appartenenti  ad  uno 
stesso  sistema  devono  trasformarsi  in  due  genera- 
trici g[ ,  g\  pure  appartenenti  ad  uno  stesso  siste- 
ma, giacché  in  caso  diverso  g[  e  g\  si  taglerebbe- 
ro, mentre  gi  e  g3  non  si  tagliano  ;  e  così  due  ge- 
neratrici appartenenti  a  sistemi  diversi  si  trasfor- 
mano in  due  generatrici  appartenenti  a  sistemi  di- 
versi. Quindi  per  una  collineazione  sono  possibili 
due  soli  casi:  o  essa  trasforma  ciascun  sistema  di 
generatrici  in  sé  stesso,  o  scambia  i  due  sistemi.  O- 
ra,  se  esiste  una  collineazione  di  questa  seconda 
specie,  ne  esistono  60.  Infatti  sieno  Ct,  C2, ...,  Cr 
le  collineazioni  della  1 a  specie,  Dì ,  D2 ,  .  .  .  ,  D 
quelle  della  2a,  essendo  r-f- 5=120;    i    prodotti 
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C,  Dt ,  C2D^  . . .  ,  CrDi  rappresenteranno  f  colli- 
neazioni di  2*  specie  tutte  diverse,  sicché  ^\r,  e 
parimenti  i  prodotti  DDi ,  D2Diy  . ..,  J?,D,  rap- 
presenteranno ^  collineazioni  di  ia  specie  tutte  di- 
verse, sicché  r  ^  5  ;  donde  si  conclude  r  =  s  =  6o. 
Non  vi  sono  quindi  che  due  casi  possibili:  o  tutte 
le  120  collineazioni  lasciano  invariato  ciascun  si- 
stema, o  6o  di  esse  hanno  questa  proprietà.  Nel 
secondo  caso,  le  6o  collineazioni  sono  necessa- 
riamente quelle  corrispondenti  alle  6o  permuta- 
zioni pari  delle  5  coordinate;  esse  quindi  formano 
(art.  67)  un  gruppo  oloedricamente  isomorfo  al 
gruppo  icosaedrico. 

Per  decidere  quale  dei  due  casi  abbia  luogo, 
osserviamo  che  l'equazione  d'una  quadrica  si  può, 
come  è  noto,  ridurre  con  una  Opportuna  sostitu- 
zione lineare  alla  forma: 

dove  le  ph  sono  coordinate  tetraedrali.  L'equazione 
può  scriversi  anche: 

**■"     f<  ""  '.  -*•  "      p* . .    . 

e  X,  fi  sono  i  parametri  delle  generatrici  dei  due 
sistemi.  Poiché  dunque  \  p  sono  funzioni  lineari 
delle  coordinate  ph ,  e  per  conseguenza. anche  delle 
coordinate  xh ,  per  ogni  trasformazione  lineare  delle 
coordinate  xh  che  muti  ogni  sistema  di  generatrici 
in  sé  stesso  tanto  1  che  [/.  subiranno  una  sostitu- 
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zione  lineare.  Veniamo  così  ad  ottenere  un  grup- 
po G  di  sostituzioni  lineari  della  a  che  è  oloedri- 
camente  isomorfo  al  gruppo  delle  collineazioni  che 
mutano  in  sé  stesso  ciascun  sistema  di  generatrici. 

Il  gruppo  G  pertanto,  o  è  di  6o°  ordine,  ed 
allora  è  icosaedrico,  od  è  di  1200  ordine,  ed  allora 
contiene  un  sottogruppo  icosaedrico.  Ma  quest'ul- 
timo caso  è  impossibile,  giacché  (v.  art.  37)  i  soli 
gruppi  possibili  di  sostituzioni  lineari  di  1200  or- 
dine sono  ciclici  o  diedrici,  e  questi  non  possono 
contenere  un  sottogruppo  icosaedrico.  Possiamo 
dunque  concludere:  Delle  120  collineazioni  (4) 
sole  60  mutano  in  se  stesso  ciascun  sistema  di  ge- 
neratrici ;  le  corrispondenti  sostituzioni  lineari  del 
parametro  delle  generatrici  del]' uno  0  dell'altro  siste- 
ma formano  un  gruppo  icosaedrico. 

Noi  abbiamo  già  stabilito  nei  suoi  partico- 
lari l'isomorfismo  tra  il  gruppo  delle  60  permuta- 
zioni pari  di  5  elementi  e  il  gruppo  icosaedrico 
(art.  67);  abbiamo  visto  allora,  che  alle  sostitu- 
zioni 5,  T  di  questo  gruppo  corrispondono  rispet- 
tivamente le  permutazioni  (23451),  (13254). 
Cerchiamo  dunque  di  costruire  una  funzione  li- 
neare z.  delle  xhi  c^e  subisca  le  sostituzioni  S,  T 
quando  le  xh  vengono  permutate  nei  modi  anzidetti. 
Posto  : 

ai  xi  -f-  a2  x2  -f-  a  x  -f-  a  x  -f-  a  x. 


K 


b  xr  -4-  b  x  4-  b,  x  -\-b  x  -f-  b  x    • 
iii     221     3    3    1     441      55 
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e  ricordando  che  le  espressioni  analitiche  delle  5, 
T  sono  rispettivamente: 

alJrT 

dove  le  e,  e,  t  hanno  il  significato  loro  già  attri- 
buito (art.   68),  vediamo  che  dev'essere: 

a  x   -4-  a,  x,  +  0,  x,  +  a  A\  -4-  a-  x, 

ili  231  341  4)1  >l 


blxì 

a2xl 

+  *>*, 

*< 

x. 

+  K*, 

A-  a  x 
1      4   4 

1         SS 

btxt 

aixl 

x 
> 

*» 

+  a4Xì 

4-  a. x, 
1      5    4 

e 


(5) 

to  +  *i*;  +  *,*.  +  Kx,  +  bsx4 

(*at  +  rì>^xt  +  ■;'.  -  -  -f  (*às  +  t»J 

(™,—  *K)xi+  •••  +  (T^  —  ^5)' 

Perchè  la  prima  equazione  (5)  sia  soddisfatta 
indipendentemente  dalle  relazioni  (2),  (3)  esistenti 
fra  le  xh ,  dev'essere  : 


fs_. 

"za; 

za 

_  a, 

ndo 

con  0 

il 

^2_ 

valore 

b,     tu 
K  ~~  \ 

comune 

di 

questi 

rapporti,  si  trova: 

*.=*•*■■,-  ^1=*,*Ii    &=&2*,,  .  &==**,; 
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sicché,  posto  -r1-  =  Cy  dove  e  è    da    determinarsi, 
può  farsi  : 

K  =  h  K  =  *\     >,==pi      *4=&2>      *s==^ 

e  l'espressione  di  x.  diviene: 

~  __  -      '      ' Ì_J >__ ^J ì 

•  :  *  -f  rVx2  +  &>*.  +  ***<  4-  &*s 

od  anche,  ponendo  ^z=£4(/,"4"I),  ciò  che  è  sempre 
lecito  : 

*     _f_  ,*  x2  _|_  £2^  ^  _|_  g3*  ^  _|_  £4^  x_ 

t~~°  x  -L.eb+*x9-Lz«h+l)x  +  £3(fc+I)x  +  £4(,5+I)x   " 
È  chiaro  poi  che,  qualunque  sia  &,  ^  soddisfa 
sempre  alla  condizione  voluta. 
Poniamo  : 

(é)     />»=*.+''*,+*"*,+*' V*4'*,     (i=i,  2,  3,  4), 

sicché  : 

(7)  *.=  f$v 

Le  ph  possono  considerarsi  come  coordinate 
omogenee  dei  punti  dello  spazio;  le  espressioni 
delle  xh  mediante  esse  si  ottengono  combinando  le 
(6)  colla  (2).  Si  trova  cosi  : 
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e  la  (3)  diviene  : 

sicché,  se  nella  (7)  facciamo  fr  =  i,  abbiamo: 

(S)      ;-■.£—.£, 

e  la  ^  può  considerarsi    come   il   parametro    delle 
generatrici  di  uno  dei  due  sistemi  rettilinei. 

Resta  da  determinarsi  e,  in  modo  che  sia  sod- 
disfatta la  seconda  delle  (5).  Introducendovi  l'espres- 
sione (8)  di  Xj  e  scrivendo  la  condizione  perchè 
essa  sia  soddisfatta  tenuto  conto  delle  (2),  (3),  si  ha: 

_|_(^2T_£4(y)X5_|_(a3T_£6c.^_(_^£4T_£8(7)xJ 
+(C£(7+£2T)X2+(a2<7-j-£4T)x,+(C£3(7+£6T)X4 

+(c^+z8r)xs]+h(xi+x[+x3+x4+xsy 

dove  h,  k  sono  due  costanti  da  determinarsi.  Scri- 
viamo questa  relazione  brevemente  così: 

dove: 
U^=C2  r  —  2  c  a  —  t  -\-  h  -\-  k, 
a22=a_  =  c2£3t  —  c(i  -j-  £4)a  —  £t  -)-  /;  -j-^, 
a   =tf_   =  c2£2t —  c(i-|-£)G —  £4  t -|- Z; -j- &, 
^=ai>!=ca(e+e2>— <£+2£2+£+)(7— (£2+£4>+2/;, 

^!4=^^^(£5+£4>-<£+2£3+£4)a-(£+£0T+2^, 
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a2=a^  =  2c2r  -\-  c<j  —  2t-{-  ih, 
a2=aì=c'(z+>J)T-c(2+z'+s>)c-^+s>)T+2h, 

a«='2  0  +  £Ì)  *  -2  C  («'  +  £+)  9  -  («  +  **)  T  +  2fc. 

Questi  coefficienti   devono    essere   tutti    nulli. 
Di  qui  si  ha,  ricordando  le  espressioni  di  a  e  di  t  : 
o  =  #44  —  <z22  =  e2  (e2  —  £3)  t  —  e  (e  —  £4)  ? 

o  =  aAr  —  a,  =  c2(z  —  e4  —  s2  4-  £5)t: 

2  c(V  —  £3  —  £  -J-  £4)  U (e  —  £4  -)-  £2  —  £5)  T 

=  C2  (<7  t)  T 2  C  (t  —  (j)  ff  (<7  -f~  T)  T . 

Eliminando  e2  fra  queste  due  equazioni,  si 
ottiene  : 

a3  -\-  g2t 2  (IT2  ' 

Ora,  poiché  (art.  68): 

G2  —  T2  =  ffT, 

si  ha: 

CT3  -f-  (72  T 2  0  T2  ±=  (7  (ff  T  -f~  f2)  +  <**  T 2  <7  T2 

=  t(2  <72  —  (IT)  =  T((72  -f  T2), 

quindi  e  ==  i  ;  ed  è   facile   verificare    che    questo 
valore  di  e  soddisfa  a  tutte  le  equazioni  che  si  ot- 
tengono eliminando  h  e  k  fra  le  aij  =  o. 
Pertanto  l'espressione  cercata  di  ^  è  : 

=£.     -A 
1    p,  '      p<' 

Dimostreremo  ora,  che,  se  l'equazione  data  è 
la  risolvente  principale  d'una  equazione  icosaedrica, 
la  funzione  ^  testé  costruita  non  è  altro  che  la  va- 
riabile x.  che  figura  in  quest'ultima  equazione. 
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Rammentiamo   che   le    radici    della  risolvente 
principale  sono  (art.   149): 

Yh  =  alFh  +  bthW,]    (b  =  0,  1,  2,  3,4), 
ed  osserviamo  che  può  scriversi  : 

h  wh  =  phK,  +  «"OC^Ct!  +3M&  -  iO 

Ponendo  quindi: 

<-t  -  7ÙD + K^X  +  skì  -  ti5)    =  *, 
<-  7<& + <D + *C- <?  -  ?#& + 2^:C) = 5, 

espressioni  che  sono  indipendenti  dall'indice  fe,    si 
ha: 

Ne  segue: 

^,  =  Fo  +  e'  T,  +  *•  F2  +  e6  F  +  e8  F 
"l^^  +  s'F.  +  ^  +  s'F  +  ^F 

=  Z  [*  («•*  <.  + £"  ó  +  5  Ct  -  ^"  ò3  =  5  5t.  » 

"}°4  à  r0  4:*  F,  +  e8  F2  +  e^F,  +  e'6  F+ 


b-o 
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e  di  qui: 

p. 

p, 

V 

ossia  : 

<=1 

P, 

Pi     ' 

Data  pertanto  un'equazione  principale  del  50 
grado",  se  noi  riusciremo  a  costruire  l'equazione 
icosaedrica  di  cui  essa  è  la  risolvente  principale,  la 
risoluzione  di  tale  equazione  ci  farà  conoscere  im- 
mediatamente le  radici  della  equazione  data.  Ciò 
dipende  dalla  circostanza  che,  essendo  la  risolvente 
principale  dell'equazione  icosaedrica  (come  ogni 
altra  risolvente  di  essa)  una  risolvente  equivalente, 
l'equazione  icosaedrica  può  a  sua  volta  considerarsi 
come  una  risolvente  della  propria  risolvente. 

Sia  data  dunque  l'equazione  : 

xs  -f-  5  a  x2  4~  5  b  x  -j-  e  =  o. 
Se  noi  potremo    determinare  le    tre   quantità 
m,  »,  Z  in  modo  da  identificare  questa  equazione 
colla  (art.   149): 

xs y  i  8  m>  -f-  1 2  m  n  -| *-= —  1  x 

,    1 5 1  ,    .   6  m2  n2  -f-  4  m  ri>   .     2         w4       \ 

?•■/    o--«       40tn3n2    .    i)wn4-|-4w5\ 
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indicando  con  ^  una  radice   dell'equazione   icosae- 
drica  : 

H»fe  x)       _7 

1728/  aro  -z' 

le  espressioni: 

*fc  =  «  ^  (0  +  w  Mfc  CO  ^  (0    (h  =  o,  1,  2,  3,  4), 
dove: 

ci  daranno  le  5  radici  dell'equazione  proposta. 

Si  tratta  pertanto  di  risolvere  rispetto  ad  m, 
n,  Z  il  sistema  d'equazioni: 

r  \  *    /o     1   .  2      .    6mn2  +  «3\ 

(!)  ^-y^^  +  n^w  +  ^-^j, 

(2)*=i[-,„,+^±i™"'+i-(-7^fy,], 

3  f   _     .      40  m>n2   .    I5mw4+4^n 

(3)  ^=— zL48m>"^=z  +-7i=^rJ- 

Dalle  (1),  (2),  (3)  segue: 

I2W2  , 

— ^  fl+nwP  —  C  =  0, 

1  —  Z      ' 

ossia  : 

n2  '     _  —  12  mb  -\-  e 

W  1— z= ìii      ; 

inoltre  : 
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ri 


i-Z 


b-\-mc 


(5)    =  9  r_6     6  ,  4»_ _iamV  «' ,  l 

(6)  -3^+2*=g[8„,+i2»^^+(1^_j] 
Dalle  (1),  (6)  risulta: 

^L4  i-Z^(i-Z)2      (i-Z)'J 

ir,      »2  t 

confrontando  colla  (5)  si  ha: 
ri    ,  .  9  r  4   1 7  i 

ossia,-moltiplicando  per         _  e   portando   tutti  i 
termini  al  primo  membro  : 

ed .  infine  per  la  (4)  : 

—  ^[—  3  m ^  -{-  2  b]2  —  o.     . 
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Quest'equazione  contiene  la  sola  incognita  m, 
ed  è  rispetto  ad  essa  di  2°  grado;  ordinandola,  essa 
diyiene  : 
\/\\m2(b3 — aA — alio) — 12111(2  b2  c-\-u  a3  b — a  e2) 

-f-  (b  e2  -\-  27  a)  e  —  64  a2  b2)  =  o, 
donde  : 

r  .  2b2  e  -\-  11  a}  b  —  ac2  ^rax 

*}         m~  i^P  —  tf—abc)  ' 

essendo  : 

Y2=  1  oSa'c — 1 3  5a*b2-\-()oa2bc2 — 3  2oabìc-\-2^6  bs-\-c*. 
L'espressione  ^2  è,  a  meno  del  fattore  j5,  il 
discriminante  dell'equazione  data  (v.  art.   149). 
Segue  poi  dalle  (4),  (5): 
( — i2mb-{-c)b 


■mc- 
iza 


-4zL4"r+~^r-J' 

da  cui  : 

cq.        7_  [48 am2  -j-  12 bm  —  e]3 

vJ  "  64^ [r- 1 2 (b'—ac) m+b  e] ' 

dove  per  m  si  deve  porre  la  sua  espressione  data 

dalla  (7).  Infine  dalle  (1),  (4)  segue: 

n2 
—  aZ  =  8  m"  -f-  1 2  m2  n  -) -^  (6  m  -{-  n) 

1  '  I2a 

e  risolvendo  rispetto  ad  n  : 

,  N           — g6am3  -\- 72  bm2 —  6cm — 12 a2 Z 
(9)  n  =  — U >—(—2 1 ■ , 

dove  per  m,  Z  devono  intendersi  poste  le  loro  e- 
spressioni  (7),  (8). 
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Le  (7),  (8),  (9)  risolvono  il  problema  propo- 
stoci. L'ambiguità  del  segno  corrisponde  al  fatto 
che  esistono  due  sistemi  di  generatrici  rettilinee 
della  quadrica  principale. 

157.  Vediamo  finalmente  come  un'equazione 
qualunque  di  50  grado  si  riduce  ad  un'  equazione 
principale. 

Sieno  ytì  y2Ì  y.,  y^  y  le  radici  della  data 
equazione,  che  supporremo  mancante  del  secondo 
termine,  sicché,  indicando  con  si ,  sa ,  ...  le  fun- 
zioni simmetriche  complete  delle  yh ,  si  ha  s\  =  o. 
Poniamo  : 

Jkh  =Jh f      (*  =  l*  2'  3>  4,  5;   *=*,  2,  3,  4); 

sarà  : 

5 

(1)  yykh  =  °        (*=***  2, 3, 4), 

quindi  i  sistemi  di  valori: 

)'*i>    Jk2J    fa3>    )'t4>    JkS       (k  =  l,    2,    3,4) 

si  potranno  considerare  come  le  coordinate  pen- 
taedrali  di  4  punti  dello  spazio.  Se  prendiamo 
questi  4  punti  come  vertici  del  tetraedro  fonda- 
mentale, e  se^,  q,  r,  s  sono  le  coordinate  rispetto 
a  questo  tetraedro  di  un  punto  dello  spazio,  le  coor- 
dinate pentaedrali  di  questo  punto  saranno  : 
(2)     xh=pyih+qy2h+ry3h+sy4h-     (*=i,  2,3,4, 5). 

Esse,  come  risulta  dalle  (1),  verificano  l'equa- 
5 
zione  fondamentale  *T  xh  =  0  ;  se  noi  riusciremo  a 
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determinare  le  p,  q,  r,  s  in  modo  che  abbia  luogo 
anche  la  : 

5 

0)  z^  =  °> 

la  trasformazione  : 

(4)   x=py+q(f-  ^+r(y>-lL)+s(y*-±) 

muterà  l'equazione  data  in  un'equazione  principale. 
La  determinazione  delle  p,  q,  r,  s  sotto  la  con- 
dizione indicata  può  farsi  in  infiniti  modi.  Intro- 
ducendo infatti  le  espressioni  (2)  nella  (3),  si  ot- 
tiene un'equazione  omogenea  di  2°  grado  rispetto 

a  p,  q,  r,  s: 

s  5  5 

(5)  ^ZxH-rZ^H h*#Z>,kX*+  -  ==<>> 

i  cui  coefficienti  sono  funzioni  razionali  dei  coeffi- 
cienti dell'equazione  proposta,  e,  fissati  a  piacere 
i  valori  di  tre  di  queste  quantità,  la  quarta  viene 
determinata  da  un'equazione  di  2°  grado.  Geome- 
tricamente la  (5)  è  l'equazione  della  quadrica  prin- 
cipale, e  il  nostro  problema  si  riduce  alla  determi- 
nazione di  un  punto  qualunque  di  essa.  Noi  pos- 
siamo dunque  procedere  così  :  prendiamo  a  piacere 
due  punti  conosciuti  dello  spazio,  (J>1 ,  ijr,  rx,  sj, 
(A  •>  I2  >  T2  >  O?  °&m  Punt0  della  l°ro  congiungente 
avrà  le  coordinate: 

È  r  =  Pi>\+Par2>       *  =  P^  +  PA> 
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dove  pi ,  p2  sono  coefficienti  indeterminati.  Introdu- 
ciamo queste  espressioni  nella  (5);  essa  si  trasfor- 
merà in  un'equazione  di  secondo  grado  rispetto  a 

— ,  e  i  valori  di  px  e  p2  corrispondenti  ad  una  od 
P2 

all'altra  delle  sue  radici,  introdotti  nelle  (6),  ci  da- 
ranno un  sistema  di  valori  p,  q9  r,  s  che  soddi- 
sfa alla  condizione  voluta. 

Risolta  poi  l'equazione  principale,  cioè  determi- 
nati i  5  valori  di  x,  la  teoria  dell'eliminazione  ci 
darà  il  modo  di  trovare  per  via  razionale,  mediante 
le  equazioni  (1)  e  (4),  i  5  valori  corrispondenti 
di  y. 
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Ohe  cosa  sono  i  Manuali  Hoepli  7 

I.  —  Una  raccolta  iniziata  e  continuata  col 

proposito  di  diffondere  in  forma  piana 
ma  esauriente  le  lettere,  le  scienze,  le 
arti  e  le  industrie. 

II.  —  I  Manuali  Hoepli  sono  sempre  com- 
pilati da  specialisti  per  ogni  materia  e 
sempre,  ove  occorra,  illustrati  copiosa- 
mente. Con  ogni  nuova  edizione  vengono 
riveduti,  corretti  ed  arricchiti  delle  ag- 
giunte necessarie  per  tenerli  al  corrente 
dei  più  recenti  progressi  della  scienza 
e  delle  industrie. 

III.  —  Nella  Collezione  dei  Manuali  Hoepli 
ognuno  può  trovare  un  testo  riguar- 
dante i  suoi  studi,  e,  se  mai,  rintrac- 
cerà sempre  uno  o  più  capitoli  di  suo 
interesse  nei  Manuali  di  indole  affine» 
Testi  più  esaurienti  di  scienze  pure  .ed 
applicate  (non   Manuali,   in  formato 


in-8  grande)  si  trovano  elencati  nelle 
pagine  dell'appendice  {carta  colorata) 
unita  al  presente  Catalogo. 

IV.  —  I  Manuali  Hoepli  formano  un'Enci- 
clopedia perennemente  viva  di  scienze, 
lettere  ed  arti,  perchè  la  loro  grande 
diffusione  permette  all'  editore  di  rin™ 
novarli  e  rifarli  di  continuo. 

AVVERTENZE 

WF~  I  libri  si  spediscono  franchi  di  porto  nei 
Regno  e  nelle  Colonie  italiane  dietro  invio  del- 
l'importo a  mezzo  di  cartolina  vaglia.  —  Per 
le  spedizioni  all'estero  aggiungere  il  dieci  per 
cento  in  più  sul  prezzo  del  libro. 

fHT  Le  spedizioni  sono  fatte  con  cura  e  puntualità, 
ma  i  volumi  non  raccomandati  viaggiano  a 
rischio  e  pericolo   del   committente. 

Per  ricevere  i  libri  raccomandati  —  onde  evi- 
tare smarrimenti  dei  quali  l'editore  non 
si  rende  responsabile  —  aggiungere  cen- 
tesimi 30  in  più. 

MF~  Si  fanno  anche  spedizioni  contro  assegno  (ec- 
cettuato in  zona  di   guerra    ove  tali    spedizione 
non  sono  ammesse),  ma  siccome    le  spese  di 
assegno  sono  ingenti,  è  meglio  inviare  sem 
pre  l'importo    anticipato  con  cartolina  vaglia. 


I  manuali  Hoepli  non  etittone 
in  brochure;  etti  tono  tutti  ton- 
damente ed  elegantemente  legati 
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osato  specialmente  nel  medio  evo,  di  A.  Cappelli, 
2"  ediz.,  di  pag.  lxvih-528  (legato  in  tutta  pergamena]  IO  50 

abitazioni   animali   domestici   di  U.   Barpi,  2» 

•diz.  p    xvi-479  e  255  figure  .  .    5  50 

abitazioni  popolari  (Case  operaie)  di  E.  Magrini, 

2*  ediz.  pag.  xvi  465  e  219  incisioni  .        .        .    5  50 

Abiti  per  signora.  Taglio  e  confezione  di  E.  Bo- 
netti        pag.  xx -296,  55  tavole  (in  ristampa) 

Acciai  (Lavor.  e  tempera  degli).  Indurimento  superfi- 
ciale del  ferro  e  cementazione,  di  A.  Massenz,  3*  ediz. 
riveduta,  pag.  xx-184  con  60  me 2  If 

Acciai  «Tecnica  moderna  degli),  di  C.  Goffi.  Produ- 
zione, lavoraz  a  caldo,  trattamenti  termici,  lavorai,  a 
freddo,  proprietà,  impiego  degli  acciai  al  carbonio  ■ 
speciali.  Manuale  per  gli  operai  aggiustatori  meccanici 
pag.  svi -260  con  88  ine.  e  3  tav.  a  colori.       .  .    5  59 

Acciaio  (Tempera  e  eementaz.  dell'),  di  M.   Levi-Mal- 

va.no,  di  pag.  xn-261 5  — 

Accumulatori  -  vedi:  Correnti  alternate  -  Illumina- 
zione elettrica  -  Ingegnere  elettricista  •  Operaio  elet- 
trotecnico -  Sovratensioni  -  Ricettario  del  elettricista. 

Acetilene  (L')  e  le  sue  applicazioni  di  S.  Castellari 

e  U.  Romanelli,  3»  ediz.  di  pag.  xx-335  e  115  illustr.    .    4  — 

Addo  solforico»  nitrico,  muriatico,  ecc. 
(Fabbricaz   dell')  di  V.  Vender,  (in  ristampa). 

Acquaforte  (L')  di  F.  Melis-Marini,  di  pag.  178,  eoa 

10  tav.  e  15  prove  originali ;       .    4  50 

Acqua  potatblle  (Condottura  di),  di  P.  Bresadola,  di 
p.  xvi-334  e  37  fig.  (in  ristampa). 
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di  pag.  xx n-552  f  M 
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di  M.  Giua,  eon  42  illustrazioni 2  — 
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Acque  sotterranee  —  vedi  :  Petrolio. 

AcruiiailcM  e  Atletica  di  a.  Zucca,   di  pag.  xxx- 

267,  100  :av.  e  42  ine 5  - 
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Acustica  musicale*  di  A.  Tacchinardi,  di  p.  XU-18S. 

se»  85  ine. 
Adulterazioni  del  vino  «  dell'aceto  di  A.  Aloi, 

di  pag    Xii  227  e  10  incis.  (esaurito). 
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Bassoli,  p.  vili- 184  e  94  incis.  (esaurito). 
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&£Slustatore  meccanico,  di  F.  Massero,  di  pag. 
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^.Sericoltore  (Prontuario  dell')  e  dell'Ingegnere  agro- 
nomo, di  V.  Niccoli,  6a  ediz.,  p.  xl-588  (in  ristampa) 

Agricoltore  (Il  libro  dell').  Agronomia  agricoltura, 
di  A.  Bruttini.  4»  ediz.,  di  p.  557,  con  319  ine.     . 

Agrimensura  (Elementi  di)  di  8.  Ferreri-Mitoldi, 
2*  edizione,  di  pag.  xvm-324,  con  240  incisioni    . 

agronomia  di  Carega  di  Muricce,  3*  ed.  (esaurito). 

Agronomia  e  agricoltura  moderna  di  G. 
Soldini,  3a  ediz.,  di  p.  vm-416  (in  ristampa). 
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E.  Ferrari,  di  pag.  xiv-228,  con  35  tavole    . 

Albanese  parlato.  Cenni  grammaticali  e  vocabo- 
lario, proverbi,  dialoghi,  di  A.  Leotti,  di  p.  433  . 

Alcool.  Fabbricazione  e  materie  prime,  di  F.  Canta- 
mkssa,  2*  ediz.,  di  p.  xn-447 

Alcool  Industriale,  di  G.  Ciapetti.  Produzione  e 
applicazione,  p.  xn-262  e  105  figure 

Alcoollsmo  (V)  di  G.  Allevi,  di  p.  xi-221      . 

algebra  complementare  di  S.  Pincherlb,  2  voi. 

»  I.  Analisi  algebrica,  3»  ediz.  di  p.  vm-174  con  8  ine. 

II.  Teoria  delle  equazioni,  3*  ediz.,  p.  iv-t67  e  4  ine. 

Algebra  elementare  di  S.  Pincherlb,  13*  ediz.  d! 
p.  vm-210  . 

—  (Esercizi  di)  di  S.  Pincherlb,  2»  ediz.,  p.  vin-135  . 
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Attnaentaxlone  del  bestiame  di  Mbnozzi  a  Nic- 

flou  2*  ediz.  p.  xvi-407 
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Mauri,  2*  ediz.,  di  p.  xv-720,  (in  ristampa). 
Amatore  (L')  di  majoliche  e  porcellane  di  L.  De  Mauri 

2»  ediz.  di  pag.  xvi  843  con  430  incisioni  e  43  tavole   .15 
Amatore  (L  )  di  miniature  in  avorio.  (Secoli  17, 18, 19). 
di  p.  560,  con  22  illustrazioni  nel  testo  e  62  fuori  testo 
delle  quali  23  a  colori    .  .  18  50 

Amministrazioni    comunali,  provinciali  e 
opere  pie,  pei  Segretari  e  aspiranti  Segretari  co- 
munali di  E.  Mariani,  di  p.  xxxn-979,  legato  in  pelle.     9  50 
àatpelografla.  Viti  per  uve  da  vino  e  da  tavola,  di 

6.  Molon,  p.  XLIV-1243,  2  voi 22  - 

Analisi    chimica    qualitativa    di    sostanze 

minerali   e   organiche,  di  P.  E.  Alessandri, 

3*  ediz.  rifatta   dì  pag.  xvi-470  con  55  incis.  e  63  tavole.    8  — 

Analisi  chimica  qualitativa  (Tabelle  di)  di  F.  P. 

Trbadwell.  Ediz.  ital.  con  un  compendio  di  ricerche 

sulla  purezza  dei  reattivi  ed  un  cenno  sulle  soluzioni 

titolate,  per  cui  a    di  G.  Panizzon,  di  pag   vii -238  .        .    5  50 

Analisi   chimica    quantitativa'  ponderale  e 

volumetrica,  dì  P.  E-  Alessandri.  2*  edizione, 

dì  pag   xx-262  con  73  incisioni 8  — 

J&mallsi    chimiche    per    ingegneri    di    L.  Medri,   di 

p.  xiv-313  e  80  figure  (in  ristampa). 
analisi   delle  urine   (L  urina    nella  diagnosi  delle 
malattie),  di  F.  Jorio  (in  ristampa). 
—  vedi  •  Urologia. 
Analisi  del  vino,  di  M.  Barth  e  E.  Comboni,  2»  ed., 

di  p.  xvi-140  2  — 

anatomia  e  fisiologia  comparate  di  B.  Besta, 

p.  vn-229  e  59  incis.  (in  ristampa). 
anatomia  microscopica,  ai  O.  Carazzi,  di  p.  xi- 

211,  con  5  incis.  I  50 

Anatomia  pittorica,  di  A.  Lombardini,  5»  ediz.  a 

cura  di  V.  Lombardini,  di  pag.  207,  con  56  figure     .    4  50 
anatomia  topografica  ci*  <.  Falcone,  3a  ediz.,  dì 

pag.  xn  887  e  48  figure  (in  ristampa). 
^fe^oral*»   ve^eiuie  ai  A.    ìutiNlNI,  di  p.  XVl-724  .    3  — 
Anflbll  d» Italia  (Gli),  di  C.  Vandoni,  di  pag.  xii-176, 

eoo  32  figure 2  50 

in  mali  da  cortile.  Polli,  Tacchini,  Fagiani,  Oche, 
cenigli,  ecc.,  di   F.  Faelli,   2»  ediz.,  di  pag.  xxiv-388, 

«on  56  incisioni  e  19  tavole  colorate 7  — 
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Animali  parassiti  dell'uomo  di  F.  Mercanti, 

di  p.  iv-179,  con  33  incis I  50 

—  Tedi  :  Insetti  delle  ease. 
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A  ntlchlta  §reche(  pubbliche,  sacre  e  pri- 
vate, di  v    Inaua,  2»  ediz.  di  p.  xv-224  e  19  tav.    .    I  il 

Antichità  private  del  romani,  di  N.  Moreschi 

e  <"    Kopp.  di  d    xvt-181.  illustr  .    I  51 

Antichità  pubbliche  romane,  di  I.   G.  Hubert 

•  W    Kopp,  di  p    xiv-324  ...    4  SI 

Antologia  provenzale,  di  E.  Portal,  di  p.  VIII-674    4  — 

Antologia  «tenograflca,  di  E.  Molina,  (esaurito) 

Antropologia,  di  S.  Seroi,   in  sostituzione  del  ma- 
nuale esaurito,  di  G.  Canestrini  (in  corso  di  stampa). 

Antropologia  criminale,  di  G.  Antonini,  di  pa- 
gine vin-167 2  — 

Antropometria,  di  R.  Livi,  di  p.  vm-237  e  32  incit.    3  56 

Ape  latina.  Dizionario  di  frasi,  sentenze  ecc.,       cara 
di  G.  Fumagalli,  p   xvi-353  .       .    3  51 

Apicoltura,  di  G.  Canestrini,  9*  ediz.  ampliata,  a  cura 

di  V.  Asprka,  pag  250,  con  55  ine.     .       .       .       .       .    5  50 

Appalti  di  opere   pubbliche,  di  A.  Cuneo,   di 

pag.  vin-571      ...  6  — 

Apparecchiatura  del  tessuti  di  lana,  di  G 

Strobino.  di  oag.  vm-618,  con  404  incisioni.        .        .  18  50 

Apprendista  meccanico,  di  V.  Goffi,  2*  ediz.  di 

pag.  400   con  218  illustrazioni     .  .        .        .        .    7  50 

Arauo  parlato  lu  flirto.  Grammatica  e  vocabo- 
lario, di  A.  Nallino,  2*  ediz.,  di  pag.  xxvi-òai    .        .    7  50 

Arabo  parlato  In  Libia.  Grammatica  e  repertorio 

di  vocaboli  e  frasi  di  E.  Griffini,  di  pag.  lii-378      .    8  — 

—  vedi  :  Grammatica  Italo-Arabo. 

Araldica  (Grammatica),  di  F.  Tribolati.  4*  edizione 
a  cura  G.  Crollala nza  (in  ristampa). 

—  vedi:  Vocabolario  Araldico. 

Araldica  zootecnica  di  E.  Canevazzi,  di  p.  xix- 

342  e  43  incis 3  58 

Arazzo  (L'arte  dell')  (Gobelins)  di  G.  B.  Rossi,  di  p.  xv- 

239  e  130  illustr 5  - 

Archeologia  e  storia  dell'  Arte  «reca  di  I. 
Gentile,  3*  ediz.  rifatta  da  S.  Ricci,  (esaurito). 
Archeologia  —  vedi  :  Atene  -  Antichità  greche  -  Anti- 
chità romane  -  Epigrafia  -  Paleografia  -  Rovine  Pala- 
tino  -  Topografia  di  Roma. 

Architettura  Italiana  antica  e  moderna»  di 

A.  Melami.  5»  ediz.,  di  p.  xxxn-688,  con  180  tavole    .  12  - 

—  vedi  :  Stili  architettonici. 

Archivista  (L'),  di  P.  Taddei,  Man.  teorico  pratico, 

di  p.  VIII-486 5  ~ 

Archivisti  (Manuale  per  gli),  di  P.  Pkcchiai,  di  pa- 
gine vi-229  >  - 

Argentatura  —  vedi:  Enciclopedia  galvanica  -  Galva- 
nizzazione -  Galvanoplastica  -  Galvanostegia  -  Metal- 
locromia -  vietali!  preziosi  -  Piccole  industrie  •  Ri- 
cettario dell'elettricista. 

Argentina  (Repubblica),    storia  e  condizioni  geogra- 

fleha  di  F..  Colovro.  di  o.  XH-StO  .        .    3  58 

Aritmetica  pratica,  di  E.  Panizza,  2"  ed.,  p.  vin-188    I  58 
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Aritmetica  razionale,  di  F.  Panizza,  7*  ediz  ,  di 

p.  xn-210 3  - 

—  (Esercizi  di)  F.  Panizza,  di  pag.  yiii-150  .  .  I  50 
Aritmetica  e  geometria  dell'operalo»  di  E. 

Giorli.  6»  ed.,  p.  xn-239,  79  ine.,  136  esere,  150  probi.  4  — 
■mi  antiche  (Guida  del  raccoglitore)  di  I.  Gelli  di 

p.  viii-389,  23  tav.  e  432  incis.     ...  .    6  50 

Armonia,  di  G.  Bernardi,  4»  ediz.,  di  p.  xxiv  366  .  7  50 
Aromatici  e  nervini  nell'alimentazione,  di 

A.  Valenti,  di  p.  xv-338    .       .       .  .       .    4  — 

Arsenico  (L')  nella  scienza  e  nell'industria,  di  L.  Mau- 

Rantonio,  di  p.  xn-256  .       .       .    2  50 

Arte  (L')  di  distinguere  gli  Ntlll,   di   A.  Melami, 

Voi.  1°.  Architettura,  scultura,  ecc.  di  p.  610,  con  260  ili.  12  — 

—  Voi.  2°.  Legni  e  metalli,  ori,  argenti  e  smalti,  di  p.  624, 

con  316  illustr 12  — 

Arie  decorativa  antica  e  moderna,  di  A.  Mb- 

Lani,  2*  ediz.  di  p.  xxvn-551,  88  Incis.  e  175  tav.  12  — 

Arte  del  dire  (Retorica)  di  D.  Ferrari,  10»  ed.  p.  286  4  50 
Arte  della  memoria.  Storia  e  teoria  di  t>.  Plecamì, 

2*  ediz.,  di  pag.  xxvi-235  con  13  illustrazioni.  .  .  4  — 
Arte  nel  mestieri  di  I.  Andrbani,  in  3  volumi. 

I.  Il  falegname,  2*  ed.  di  p.  309,  264  incis.  e  25  tav.    4  - 

II.  Il  fabbro,  di  p.  vm-250,  con  266  incis.  e  50  tav.   3  — 

III.  Il  muratore,  3»  ediz.  di  p.  viii-273,  con  235  incis.    6  — 
Arti   grafiche   fotomeccaniche,  di  P.  Conter. 

4*  ediz.,  di  p.  xil-228,  43  incis.  e  8  tav 3  50 

Asfalto  (Fabbricazione  e  applicazione),  di  E.  Righetti, 

di  o.  vttt-152  e  22  incis.  fin  ristampai. 
Asfalto,  bitume  e  catrame,  di  L.  Mazzocchi,  di 

peg   196,  con  58  incisioni             .                        ...    5  58 
4»tiicuruzloue  (Manuale  di),  di  G.  ROCCA,  p.   XIX-634    7  — 
Assicurazione  In  generale,  di  U.  Gobbi,  di  pa- 
gine XII-308      . 3- 

Asslcurazlonl  sulla  vita,  di  G.  Pagani,   di  pa- 
gine vi-161 •  .     »  50 

Assicurazioni   e   stima  danni  aziende  ru- 

rall  di  A.  Capilupi,  di  p.  vm-284  e  17  Incis.      .        .    2  50 

—  vedi  :  Matematica  attuariale  -  Patologia  iniortuni  lavoro 

■  Scienza  attuariale. 

Asslrlologia,   Grammatica,   Crestomazia,  ecc.,  di  G. 

Boson,  di  pag.  346    .  .    9  — 

Assistenza    e    terapia    degli    ammalati    di 

mente,  di  M.  U.  Masini  e  G.  Vidoni,  di  p.  vm-233     2  50 

Assistenza  Infermi,  di  C.  Galliano,  2»  ediz.,  di 
p.  xxiv-r48  e  7  tav.  (esaurito). 
Assistenza  degli  infermi  —  vedi  :  Epidemie  esotiche  - 
Malattie  infanzia  -  Malattie  dei  lavoratori  -  Malat.  paesi 
caldi  -  Medicatura  antisettica  -  Medicina  sociale  • 
Medicina  d'urgenza  -  Medico  pratico  -  Rimedi  -  Soc- 
corsi d'urgenza  -  Tisi  •  Tisici  e  sanatori  -  Tubercolosi. 

Assistenza  del  pazzi,  di  A.  Pieraccini,  e  pref.  di 

E.  Morselli,  2»  ediz.,  p.  xx-279   ...  .    2  50 

Astronomia,  di  J.  N.  Lockyer  e  G.  Geloria.  5»  ed., 

di  p.  Xvi-275  e  54  incis I  50 

Astronomia  nautica,   di  G.  Naggari,  2*  ediz.,  di 

P.  ZYI-348  e  48  flg 4  50 
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Astronomia  nucleo  testamento,  di  G.  V.  S<shìa 

PARBLLI,  di  p.  204  .  .         .  .     I   56 

Atene  antica  e  moderna.  Cenni,  di  S.  Ambro- 

Soli,  di  p.  lv-170,  e  22  tavole    .  4  Sf 

Atlante  geografico  storico  d'Italia»  di  G.  Ga 

ROLLO,  p.  vin-67  e  24  tav.  .  .    2  — 

Atlan-te  geografico  universale  di  R.  Eibpert 

e  testo  di  G.  Garello,  di  p.  vm-88  e  27  carte.   11»  ed.    2  53 

Attrezzatura  navale,  di  F.  Imperato,  2  volami: 
I   Attrezzatura  navale,  6*  ediz.  di  pag.  570,  con  42S 
fig.  nel  testo  (in  ristampa). 

II.  Manovra  delle  navi  a  vaia  e  a  vapore,  segna- 
lazioni marltt.  6»  ediz.  di  p.  852.  295  ine.  e  19  ta    cai.  18  - 

Autocromlsita  (L,').    r olografia    a   colori,   di   L.  Pel 

LERano,  di  pag.  xxxn-544  con  75  fig.  é  38  tavole  12  — 

Autografi  (L'Amatore  di)  di  E.  budan,  p.  xiv-425  e 

S61  fac8imili  ...  4  SS 

Autografi  (Raccolte  e  raccoglitori  di),  di  G.  Vanbian 

CHI,  di  p.  xvi-376  e  102  tav 6  SS 

Automobilista  (Man.  del)  a  guida  pel  meccanici  con- 
duttori  d' automobili,    di   G.   Fed retti,  5*  ediz.   di 

pag.  xxxn-1072  con  895  illustrazioni 14  SS 

Automobili  —  vedi:  Caldaie  a  vapore  -  Chauffeur  -  Ci- 
clista -  Locomobili  •  Motociclista  -  Trazione  a  vapore. 

Avarie  e  sinistri  marittimi,  Manuale  del  liqui- 
datore di  V.  Rossetto,  p.  xv-496  e  23  fie.    ,       .       .    5  ss 

Aviazione  (Aeroplani,   Idrovolanti.    Eliche)  di  E.  Ga- 

rdfpa,  2a  ediz.  eli  pag.  980,  con  863  incisioni  .       .       .  20  — 
Avicoltura  —  vedi:  Animali  da  cortile  -  Colombi  -Fa- 
giani -  Malattie  dei  polli  -  Ornitologia   -  Pollicoltura 
-  TVcelH  cjjno»*1  -  Uovo  di  gallina 

Avvolgimenti  delle  macchine  elettriche  a 
corrente  continua  ed  alternata,  di  M.  Maz- 
zocchi, di  pag.  837,  con  780  figure 22  50 

Baciali  Un  «e  «a,  di  F.  iNknci,  i»  ed.  (in  ristampa). 

Balbuzie.  Cura  dei  difetti  ci.  pronuncia  di  A.  Sala,  di 

p    vm-214  g  _ 

Ballo  (II).  /  balli  di  jeri,  di  I.  Gavina.  3*  edizione  rive- 
duta da  G.  Francescani,  di  pag.  viii  253  con  103  fig.    3  50 

Ballo  (II).  /  balli  doggi,  di  F.  Giovannini  di  p.  vin-183.    4  50 
Bambini  -  vedi  :   Balbuzie   •   Malattie  d'infanzia  -  Nu- 
trizione del  bambino  -  Ortofrenia  -  Rachitide. 

Bandiere,  Insegne  e  distintivi  del  princi- 
pali Stati  del  Mondo,  di  F.  Imperato,  di  pa- 
gine xvi-220,  con  50  tavole  a  colori 7  — 

Barbabietola  da  zucchero.  Storia,  lavorazione 

ecc.,  di  A.  Siona  p.  XH-225  e  29  fi« 8  50 

Barbabietola  da  zucchero.  Coltivazione  di  B.  R. 

Deb ar birri,  p.  xv  1-220  e  12  fig.       .  .       «    2  51 

Batterlolosrla.  G.  Canestrini.  2*  ed.,  (esaurito). 

Beneficenza  (Manuale  della),  di  L.  castkìlioni  e  8. 

Rota,  di  p.  xvi-340  8  58 

Bestiame  e  agricoltura  In  Italia»  di  F.  Al- 
berti. 2*  ed.  di  U.  Barfi  p.  xn-822,  47  tav.  e  11    fig.    4  50 
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L.  <■ 
BMtlame  —  vedi  ai  singoli  Utoli:  Abitazioni  di  ani- 
mali -  Alimentazione  del  bestiame  -  Araldica  zoo- 
tecnica -  Cammello  -  Cavallo  -  Coniglicoltura  -  Igiene 
veterinari*  diajale  -  Malattie  infettive  •  Polizia  sani- 
taria •  Polli -ottura  -  Razze  bovine  •  Suinicoltura  - 
Veterinario     Zebre  -  zoonosi     Zootecnia. 

SSs&ncnerl».    Disegno,   taglio  e  confezione  di    E    Bo- 
mbiti. 4*  ediz..  di  p.  xx  269  e  71  tav.  (esaurito). 

Jjfófebla  (Manuale  della),  di  G.  Zampini,  2»  caia,   al  pa- 
gine XX-312      .  8  — 

Sitollogratta.  G.  Fumagalli  3»  ed.  interamente  rifatta 

di  pag.  360,  con  87  fig 5  50 

B  sollotecarlo  (Man.  del),   di   G.   Pbtzholot,  tradu- 
zione di  G.  Biagi  e  G.  Fumagalli,  (esaurito). 

Biliardo  (II)  e  li  giuoco  delle  bòcce,  di  I.  Gklli, 

3*  edizione,  di  pag.  xii-197  e  80  illustrazioni.  .    3  50 

Btagrafia  vedi  :  C.  Colombo  -  Dantologia  -  Diziona- 
rio di  botanica  -  Dizionario  biografico  •  Manzoni  - 
^«poleone  I  •  Omero     Shakespeare. 

Biologia  animale,  di  G.  Collamarini,  di   p.  x-42 

e        tav  3  — 

Biologia  marina,  di  R.  Issel,  di  p.  627,  con.  211.  fig.  IO  — 

Birra,  iabnricazione,  ecc.,  di  S.  Rasio  e  F.  Samarani 

«    279  m  ?S  fig  3  50 

Bitume  —  vedi  :  Asfalto. 

Stoniti. -azto&ìi.  amministrazioni,  ecc.,  di  G.  Mezza- 
le, p.  xil-294  .  .....    8  — 

bonificazioni  (La  pratica  delle),  di  A.  Fanti,  di  pa- 
gine  xx-368,  con  75  ine  ...  .    4  — 

lolita  e  valori  pubblici,  di  E.  Bonardi  di  pa- 
gine xxvi-916  9  — 

loschi  e  pascoli.  Storia,  importanza  idro-geologica, 

«ce,  di  E.  Ferrari,  di  pag.  380,  con  15  tavole  .    8  50 

Botanica,  di  I.  D.  Hooker-Pedicino  N.,  5*  ediz.  a  cura 

«.  «iota,  di  p.  xvi-144  e  74  fig.   .  .       .     I  SI 

Botanica  -  vedi  ai  singoli  titoli:  Ampelografia  -  Ana- 
tomia vegetale  -  Barbabietola  -  Caffè  Dizionario  di 
botanica  -  Fisiologia  vegetale  -  Floricoltura  -  Funghi 
Jucca  -  Garofano  -  Giardiniere  •  Malattie  crittogami- 
ehe  •  Orchidee  -  Orticoltura  -  Piante  e  fiori  -  Pianta 
arbacee  a  seme  oleoso  -  Piante  industriali  -  Pomolo- 
gia Prodotti  del  tropico  Rose  •  Selvicoltura  -  Uva 
•  Tabacco. 

Settato  (II).  Fabbricazione  e  misura  delle  botti,  di  L. 
Fa  vonb,  riveduto  da  A.  Strucchi,  di  p.  240,  con  127  fig.    8  - 
Boyscout  —  vedi  Scoutismo. 

Iromatologla.  I  cibi  dell'uomo,  di  S.  Bellotti,  di 

p.  xv-251  ,        .        .  .    8  60 

^iddlHmo,  di  E.  Pa volimi,  di  p.  xvi-164  (esaurito). 

Saeclatore  (Manuale  del),  dì  G.  Franceschi.  5    ediz., 

aumentata,  li   p.  xvi-489  con  83  ine.  e  tavole  sehem.    7  — 

Caffé.  Suo  paese  e  importanza,  di  B.  Belli,  di  a.  xxi  » 

**  e  48  tav.  ...  .    4  SO 

Caffettiere  e  «w»r  betti  ere,   di  L.  Manetti,  di  pa- 
gine xii-311  e  65  fig.  (in  ristampa). 
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Calcestruzzo  (Costruzioni  in)  ed  in  cemento  armato, 
di  G.  Vacchklli,  5»  ediz.,  di  p.  407  (in  ristampa). 

Ostici  e  cementi,  di  L.  Mazzocchi.  4»  ediz.,  di  pa- 
gine xii-256  e  64  fig 3  58 

Calcolazioni  mercantili  e  bancarie  —  vedi:  Affari  - 
Calcoli  fatti  -  Commerciante  -  Computisteria  -  Con- 
tabilità -  Interesse  e  sconto  -  Prontuario  del  ragio- 
niere -  Monete  inglesi  -  Ragioneria  -  Usi  mercantili  • 
Valori  pubblici. 

Calcoli  fatti.  90  tabelle  di  calcoli  fatti  di  E.  Quaio. 

2«  ediz.  di  p.  xii-342 .    4  50 

Calcolo  dei  canali  In  terra  e  In  muratura! 

di  C.  Sandri,  di  p.  VIII-305  ...       !    4  50 

Calcolo  Infinitesimale,  di  E.  Pasca'  : 

I   Calcolo  differenz.,  4»  ediz.  di  pag.  325     .       .       .    4  50 

II.  Calcolo  integrale,  4»  ediz.,  di  pag.  338  .  .    4  so 

III.  Calcolo  delle  variazioni   e  aeiie   diff.  finite, 

2»  ediz.  di  pag.  xn-325 .    4  50 

—  Esercizi  critici  di  calcolo  differenziale  e  integrale,  di 
E.  Pascal,  di  p.  xvi-275  (in  ristampa). 
Calcolo  Infinitesimale  —   vedi  ai  nugoli  titoli:  Deter- 
minanti -  Funzioni  analitiche   -  Funzioni  ellittiche  • 
Gruppi  di  trasformazione  -  Matematiche  superiori. 

Calcolo  numerico  approssimato,  di  E.  Macca- 
ferri   di  pag.  216 5  50 

Caldaie  a  vapore  e  istruzione  ai  conduttori,  di   L. 

Cei,  3»  ediz.  di  p.  xvi-474  e  282  fig 4    - 

Calderaio  pratico  e  costruttore  di  caldaie  a  vapore, 

di  G.  Belluomini.  2»  ediz.,  di  p.  xn-248,  con  220  ine.    4  - 

Calligrafia.  Cenni  storici  e  insegnamento  di  R.  Per- 
cossi, 2»  ediz.,  di  p.  xn-151  (esaurito). 

Calore,  di  E.  Jones,  trad.  Pomari,  p.  304  e  98  fig.       .    3  - 

Camera  di  Consiglio  Civile,  di  A.  Formentamo, 

di  p.  XXXH-574 .    4  5C 

Cammello  (II)  di  E.  Plassio,  di  pag.  xn-303  con  2  tav.    3  - 

Camplcello  scolastico  (II).  Agricoltura  nratfc*  pel 
maestri  di  Azimonti  e  Campi:  di  d.  186  (esaurito). 

Candele  (L'industria  delle).  Estrazione  e  purificazione 

della  Glicerina,  del  Dott.  V.  Scansetti  di  p.  450  e.  98  ine.    6  - 

Cane  (II),  razze,  allevamento,  ecc.,  di  A.  Vecchio,  3*  ed. 
con  appendice  "  Le  malattie  dei  cani  .  di  P.  A.  Pe- 
sce, di  p.  xx-521  e  168  incisioni  (in  ristampa). 

Cani  e  gratti,  costumi  e  razze,  di  F.  Faelli,  di  p.  xx. 

429  e  153  fig.    . .    5  50 

Canottaggio,  del  Gap.  G.  Groppi,  di  p.  xxiv-456,  887 

incis.  e  91  tavole 7  50 

Cantiniere  <W   Man.  di  vinificazione  di  A-  Sthivwi 

5'  ediz.  a  cura  del  Prof.  F.  A.  Sannino,  p.  315  con  63  fig.    6  50 

Cauto  Ut)  od  suo  meccanismo,  cu  P.  uoisri  *,  u*  „*  »iv. 
WS  e  24  incis  (in  ristampa) 

Canto  (Arte  e  tecnica  del),  di  G.  Magrini,  2»  ed.  di  p.  166    3  50 

Canto  ereaoHano,  di  A-  Ottot.khwhi.  di  o  xvi-119    2  — 

Cavea  tenone  e  guttaperca,  di  L.  Settimi,  di  pa- 
gine xvi-253  e  14  ili 3  — 

Capitano  marittimo  (II)  di  G.  Albi,  di  p.  xxiv-665 
con  13  fig.,  2  quadri  fuori  testo,  16  tav.  a  colori  e  un 
Dizionario  commerciale  marittimo  in  5  lingue  .  10  50 
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Capomastro  (Man.  del).  Impiego  di  materiali  idrau- 
lici-cementizi, di  G.  Rizzi,  3»  ediz.,  di  pag.  xvi-433  e 
32  incisioni  nel  testo  (in  ristampa). 

Capomeccanico  ««olisi  Marina militape, mer- 
cantile, nei  Regi  arsenali,  cantieri  na- 
vali, ecc.,  di  S.  Dinaro.  2»  ediz,  riveduta,  di  p.  773, 
con  536  figure 15  50 

C»ltMfiiui«>.  di  L   Raiibnzoni,  di  p.  xn-222  e  68  incis.    2  50 

Carboni  fossili  Inglesi,  Coke,  Agglomerati, 
al  G.  Ghkkardi,  di  p.  xn-586  e  5  carte  geog  (esaurito). 

Sarai  conservate  col  freddo  artificiale,  di 

0.  Ferretti,  di  p.  xvi  499  e  83  fig 5  — 

Carta  (Industria  della),  di  L.  Sartori, di  p.  329  e  106  ine.    7  50 

Carte  fotografiche.  Preparazioni,  ecc.  di  L.  Sassi, 
p.  XH-353  (esaurito) 

Carte  magiche  (Le),  Giuochi  di  destrezza,  di  Ph 
De-Frank,  di  p.  xn-148  con  36  illustr  (in  ristampa). 

Cartografia.  Teoria  e  storia  di  E.  Gelcich,  di  p.  vi- 
257,  con  36  fig.  (esaurito). 
Cartografia  -  vedi  ai  singoli  titoli:  Catasto  -  Celeri- 
niensura •  Compensazione  errori  •  Disegno  topogra- 
fico •  Estimo  -  Lettura  delle  carte  -  Telemetria  -  To- 
pografìa •  Triangotazioni 

Casa  dell'avvenire  (La).  Vade-mecum  dei  costrut- 
tori, ecc.  di  A.  Pedrini,  2*  ed.  di  p.  xvii-917  e  445  fig.    9  50 

Qasaro  (Man.  del),  di  L.  Morelli.   Fabbricazione  del 
borro  e  del  formaggio  2a  ediz.  di  p.  275,  con  128  ine.    7 
Case  operale  —  vedi:  Abitazioni  popolari   -  Casa  del- 
l'avvenire •  Casette  popolari  -  Citta  moderna  -  Fab- 
bricati civili  -  Progettista  moderno. 

Case  coloniche,  di  F.  Andreani,  di  p.  387,  con  116  ine.    8  50 

Caseificio,  di  G.  Pascetti,  storia  e  teoria  aeii»  lavo- 
razione del  latte,  2»  ediz    di  p.  717,  con  113  incisioni    12  50 

Casette  popolari,  villini  economici  e  abitazioni  ru- 
rali, di  I.  Casali  4»  ediz.,  ai  pag.  vm-508 .  con  570  fig.    8  — 

Catasto  Italiano,  dì  E.  Bruni  (in  ristampa). 

Catrame  (lì)  e  suoi  derivati  di  G.  Malatbsta,  di  pag.  628,     , 

con  80  fig.  — 

Catrame  —  vedi  :  Asfalto. 

Cavalli  (L'arte   ai   guiuarli)  di  C.  Volpini,  di  pagine 

xxiv-216  e  100  illustrazioni  .  .  6  — 

Cavallo  (II)  di  C.  Volpini,  5»  ediz.,  di  p.  xx-543,  con 

93  tìg.  e  43  tav.  a  cura  di  A.  Gianoli        .  .       .    9  — 

—  Proverbi  sul)  raccolti  da  C.  Volpini,  di  p.  xix-172       .    2  50 

Cavi   telegrafici  sottomarini,    di   E.    Jona,  di 

p.XVi-338  e  188  fig 5  50 

Celeriniensura  e  tav.  logarit.   di   F.  Borletti.   2" 

edizione,  di  pag.  xvi-298  e  30  incisioni    .        .        .        .    5  — 

Celeriniensura  (Tavole  di)  di  G.  Orlandi,  di  p.  1200  18  — 

Cellulosa,    celluloide,   ecc.,  di  G.  Malatbsta,  di 

pag.  vin-176 3  — 

Cemento  armato   (Man.  pratico  per  l'impiego  del), 

di  A.  Arcangeli,  di  pag.  225,  con  85  incis.  .        .    6  50 

Cemento  armato  —  vedi  :  Calcestruzzo  -  Calci  e  cementi 
-  Capomastro  -  Mattoni  -  Vocabol.  tecnico   voi.  Vili 
Centrali  elettriche  —  vedi:  Correnti  alternate  •  Elet- 
trotecnica -  Illuminaz.  elettrica   -  Ingegn.  elettricista. 
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Ceramiche   —  vedi:   Prodotti  ceramici  -   Maioliche  e 

Porcellane  -  Fotosmaltnormfia  applicata  alle. 
Cere  —  vedi:  Imitaz.  e  succedanei  -  Industria  stearica  - 
Materie  grasse  -  Merceologi»  tecnica  -  Ricettario  imd 

Chauffeur  (Il  meccanico  "chauffeur,,  automotorista). 
Testo  completo  per  le  scuole  specializzate,  utilissime 
per  chi  vuole  ottenere  la  licenza  governativa  i  auto- 
motorista di  G.  Pedretti.  5a  edizione  ampliata  con 
note  di  Legislazione  automobilistica  dell'avv.  Ugo  GaSti 
di  pag.  xxiv-1031  con  979  figure,  tabelle  e  appendice.  16  50 

Chauffeur  di  se  ste^Mo.  Man.  pratico  ad  uso  di  chi 
guida  la  propria  automobile  senza  chauffeur,  di  G.  Pe- 
dretti. 2a  ediz.  di  pag.  495  con  336  fig.  (in  ristampa). 

Chimica,  di  ri.  E.  Rosloe,  7»  ediz.  a  cura  £.  Kicci,  di 
pag.  viii-238  (esaurito). 

Chimica  (Storia  della)  di  E.  Meyer.  Ediz.  f  tal.  a  cura  dei 

Dott.  U.  e  C.  Gida  e  pref .  I.  Gutreschi,  di  pascine  xxvin-721    7  Si 

Chimica  agraria,  di  A.  Adugco,  3°  ediz.  ai  pag.  572  4  - 
Chimica  agraria  —  vedi  :  Adulterazione  vino  -  Alcool  - 
Birra  -  Casaro  -  Caseificio  -  Cognac  -  Densità  dei 
mosti  -  Distillazione  vinacce  -  Enologia  -  Fecola  • 
Fermentazione  e  fermenti  -  Fosfati  -  Humus  -  Li- 
quorista -  Malattie  vini  -  Terreno  agrario -Zucchero, 

Chimica    analitica,   di    W   Ostwald,  trad.  di  A. 

Bolis,  2a  edizione,  di  pag.  xvi-296     ....  9  SS 

Chimica  applicata  alla  igiene  —vedi:  Analisi  chimica 
qualitativa  -  Bromatologia  -  Chimica  clinica  -  Chimica 
legale  -  Chimica  delle  sostanze  alimentari  -  Disinfe- 
zioni -  Elettrochimica  -  Farmacista  -  Igienista  -  Reattivi 
e  reaz.  -  Spettrofotometria  -  Urina  -  Urologia  -  Veleni. 
Chimica  applicata  alle  industrie  —  vedi:  Acido  soli© 
rico  -  Alcool  industriale  -  Alluminio  -  Analisi  volu- 
metrica -  Birra  -  Chimica  sostanze  alimentari,  colo- 
ranti -  Chimico  -  Conservazione  prodotti,  sostanze  - 
Colori  e  vernici  -  Distillazione  legno  -  Enologia  - 
Esplodenti  -  Gas  illuminante  -  Industria  della  carta 
frigorifera,  saponiera,  stearica,  tartarica,  tintoria  - 
»  Metallocromia  -  Merceologia  -  Pirotecnia  -  Prodotti  e 

{>rocedimentì  -  Ricettario  domestico,  dell'elettricista, 
ndustriale  -  Sale  e  saline  -  Soda  caustica  -  Specchi  - 
Tintore  -  Vetro  -  Zolfo  -  Zucchero. 

Chimica  cllnica*  dì  R.  Supini»  (in  ristampa). 

Chimica  generale  per  crii  Istituti  tecnici,  di 
P.  E.  Alessandri.  Svolgimento  dell'intero  programma 
di  esame  prescritto  per  tutte  le  Sezioni,  di  p.  xvi-416, 
con  20  tabelle  e  81  incisioni 9  5° 

Chimica  fotografica,  di  R.  NamiaS,  2*  ediz.    .        .    6  56 

Chimica  industriale  e  sue  applicaz,.  di  C.  Claudi, 

di  pag   720,  con  264  illustraz.  e  tavole 12  — 

Chimica  lesale  (Tossio.  di  N.  Valentini  di  p.  Xil-243    3  5€ 

Chimica  delle  sostanze  alimentari,  ad  «se 
dei  Medici,  dei  Farmacisti,  ecc.,  di  P.  E.  Alessandri 
2»  ediz.  di  p.  xv-627,  due  tav.  e  149  incis.    .        .        .    6  56 

Chimica  delle  sostanze  coloranti*  (Tintura  i. 

flbbre  tessili  di  A.  Pellizza,  di  p.  vni-480    .        .  6  5f 

Chimico  (Man  del)  e  dell'Industriale  n*l  L.  Gabba.  &• 
ediz.  colle  tav.  di  H.  WilldiD.  xxiv-588  (in  ristampa). 
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Chimico  siderurgico  (II)   Analisi  dell'acciaio  e  dei 

prodotti  siderurgici,  di  R.  Namias,  di   p   252.  con  ine.    i  50 

Cnlronianzia    e    tatuaggio,   di   G.   L   Cerchiar!, 

di  p.  xx-232  e  60  ili S  SO 

Chirurgia  operativa,  di  R.  Stocchi  e  A.  Garbimi, 
di  p.  vin-322,  con  118  ine.  (in  ristampa). 

Chitarra  (Studio  delia),   di  a.,  disami,  ai   p.   XYi-138, 

52  fig.  e  27  esempi S 

Cibi  —  vedi  :  Aromatici  -  Bromatologia  -  Carni  conia- 
vate -  Conservazione  sostanze  almi.  -  Macelli  moderni 
-  Gastronomo  moderno  -  Pane  -  Pasticciere  -  Pasti- 
ficio -  Patate  -  Tartufi  e  funghi. 

Ciclista  (Manuale  del),  di  U.  Grioni,  3"  ediz.,  di  p.  XY! 

496,  285  incis.  e  8  tav 6  50 

^neniatografla  (Guida  pratica  della)  di  V.  Mariani, 

di  pag.  xxm-312,  con  151  illustraz B  — 

Città  moderna,  (La),  ad  uso  degli  ingegneri,  di  A. 

Pkdrini,  di  p.  xx-510,  194  fig.  e  10  tav.  .       .       .        ,    S  — 

ditta  (Costruzione  delle)  di  A.  Caccia,  di  pag.  299  con 

270  incisioni    .        .  4  58 

Classificazione  delle  scienze,  di  C.  TrivbrO,    . 

p.  XVi-292 B  — 

Climatologia,  di  L.  Db  Marchi,  di  p.  x-29*  e  6  carte    I  50 

Codice   del    bollo.   Testo  unico  commentato  da  E. 

Corsi,  di  p.  c-564 -    4  50 

Codice  cavalleresco  Italiano,  di   J.  Gblli,  12* 

ediz.  di  pag.  336 4  50 

Codice  civile  del  Regno,  riscontrato  e  coordinato 

da  L.  Franchi,  6a  ediz.  con  appendice,  p.  243     .       .    8  — 

Codice  di  commercio,  riscontrato  da  L.  FRANCHI, 
6*  ediz.  di  p.  208  (in  ristampa). 

Codice    doganale    Italiano,    commentato   da    E. 

RRUNI,  dì  p.  XX-1078 B  5* 

Codice  dell»  Ingegnere  Civile,  Industriale» 
Navale,  Elettrotecnico,  di  E.  Noseda,  2*  edi- 
zione rifatta,  di  pag.  xxiv-1005 8  5B 

Codice  nuovo  del  lavoro.  Manuale  di  legislazioni 

sociale,  di  E.  Noseda,  di  pag.  xxm-605 .       .       .       .    8  S£ 

Codice  di  marina  mercantile,  4»  ediz  a  cura 
di  L.  Franchi,  di  p.  iv-290  (in  ristampa). 

Codice  penale  e  nuovo  codice  di  procedura 

penale,  a  cura  di  L.  Franchi,  6*  ediz.,  di  pag.  246    3  - 

Codice  penale  per  l'esercito  e  penale  militar* 
marittimo  per  L.  Franchi,  5»  ediz.  colle  disposizioni 
emanate  per  la  Guerra  di  p.  290       .  .    4  58 

Codice  del  perito  misuratore,  di  L.  Mazzocchi 

e  E.  Marzorati,  3*  ediz.,  di  p.  vm-582  e  18  ili.  .        .    7  — 

Codice   di   procedura   civile,   riscontrato  da  L. 

Franchi,  3  ediz.,  di  p.  181  .       .       .       .       .    I  W 

Codice   del    teatro,  di  N.  Tabanelli,  di  p.  Xvi-388    8  — 

Codici  (I  cinque)  del  Regno  d'Italia  (Civile  -  Procedura 
civile  -  Commercio  -  Penale  e  nuovo  Codice  dì  Pro- 
cedura penale),  edizione  Vademecum,  a  cura  di  L. 
Franchi,  6»  ediz.,  di  pag.  902  (in  ristampa). 

Codici  e  leggi  usuali  d>  Italia,  riscontrati  sei 
testo  ufficiale  e  coordinati  e  annotati  da  L.  Franchi  * 
raccolti  in  setta  grossi  volumi  legati  In  pelle. 
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Voi.  I.  Codici  —  Codice  civile  -  di  procedura 

sivile  •  di  commercio  -  penale  -  procedura  penale  * 
della  marina  mercantile  -  penale  per  l'esercito  •  pe- 
sale militare  marittimo  (otto  codici)  4»  ed.  (in  prepar.) 
Voi.  II.  Leggi  usuali  d'Italia.  Raccolta  coordinata 
di  tutte  le  leggi  speciali  più  importanti  e  di  più  ri- 
corrente ed  estesa  applicazione  in  Italia;  decreti  re- 
golamenti, ecc.  Parte  I.  Dalla  voce  ■  Abbordi  di  mare , 
alla  voce     Croce  rossa  „  3*  ediz.  di  pag.  xn-1320        .  18  58 

—  Parte  IL  Dalla  voce  'Dazio  consumo,  alla  voce  "Ma- 

ino «occorso,  3»  ediz.  pagine  1321  a  2744        .  .  18  56 

—  Parte  III.  Dalla  voce  *  Navigazione  interna ,  alla  voce 

"Stazzatura,  pag  2725  a  3605 16  51 

—  P*rte  *+    Dan»  voce  "  Strade  ferrate ,   a  fine,  da  pa- 

gina 3607  a  4670 .  26  58 

—  Appendice  alla  2*  ediz.  Le  leggi  dal  15  maggio  1905  al 

1°  gennaio    1911,  ai  p.  1910  a  due  colonne,  legatura 

In  tutta  nelle .  10  SS 

Voi.  111.  Leggi  e  convenzioni  sul  diritti  d'autore, 
raccolta  generale  delle  leggi  italiane  e  straniere  di 
tutti  1  trattati  e  le  convenzioni  esistenti  fra  l'Italia  ed 

altri  Stati.  2'  ediz.  di  p.  vm-617 6  56 

Voi.  IV.  Leggi  e  convenzioni  sulle  privative  In- 
dustriali. Disegni  e  modelli  di  fabbrica.  Marchi  di 
fabbrica  e  di  commercio.  Legislazione  italiana  e  stra- 
niera. Convenzioni  fra  l'Italia  ed  altri  Stati,  di  pa- 
gine vm-1007 6  56 

Cognac.  Spirito  di  vino  e  distillazione  delle  fecce  e  d. 
vinacce,  di  Dal  Piaz-Prato.  2»  ediz.  a  cura  di  A.  E. 
Sannino,  di  p.  xii-210,  con  38  incis.         .        .       .        .2 

Coleotteri  Italiani,  di  A.  Griffini,  di  p.  xvi-334  e 
215  incis.  (in  ristampa). 

Oollaudazlone  ai  materiali,  di  V.  Goffi,  di  p.  xv- 

260,  25  incis.  e  8  tav. 4  56 

Colle  animali  e  vegetali,  gelatine  e  fosfati  d'ossa, 

di  A.  Archetti,  di  p.  xvi-195  .  ....    3  56 

Colombi  domestici  e  colombicoltura,  di  P. 
Bont  zl,  3*  ediz.,  di  p.  x-212  e  26  fig.  (in  ristampa), 

Colonie.  Manuale  coloniale,  di  P.  Revelli,  pubblicato 

Bit  cura  della  Società  di  Esplorazioni  Geografiche  di 
ilano,  di  pag.  xn-240.  3  51 

Colonie.  Elenco  delle  località  abitate  nelle  Colonie  ita- 
liane, di  C.  Triverio,  di  pag.  iv-66  con  4  carte  geogr.    I  86 

Colori  (La  scienza  dei)  *  la  oittura,  di  L.  Guaita,  2* 
ediz.,  di  p.  iv  368  (in  ristampa). 

Colori  e  vernici,  a  a  uso  aei  pittori  di  M.  Mkyer  e  P. 
Bonomi  Da -Ponte.  5«  ediz.  del  Man.  Gorini-Appiani 
di  pag.  xvi-308  con  39  incisioni 3  — 

Colori  e  vernici  (Industria  dei).  Materie  prime,  fab- 
bricazione, applicazioni,  di  E.  Rizzim,  di  pag.  xvi-564, 
con  142  fig.  e  10  tav 8  — 

Coltivazione  Industriale  delle  piante  aro- 
matiche e  medicinali  di  C.  Craveri,  di  pa- 
gine xxix-307  •  75  incisioni  e  24  tavole  a  colori  .  10  66 
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Coltura  montana,  di  6.  Spampani,  di  p.  thi-424  ■ 

171  incis 4  5t 

Qommerclante  (Manuale  del),  di  G.  Dompe,  5*  ediz., 

accresciuta,  di  p.  766 16  — 

Coiutuiereio  (Storia  dei)  di  R.  Larice,  2»  ed.,  p.  XH-299    8  — 
Commercio  —  vedi  ai  singoli  titoli:  Affari  -  Codice  di 
commi.,  doganale  -  Corrispondenza  -  Geografia  econo- 
mica, commerciale  -  Produzione  e  commercio  vino- 
Scritture  affari  -  Storia  del  Comm.  -  Usi  mercantili. 
Commissario  giudiziale  —  vedi  :  Curatore  dei  fallimenti. 

Compensazione  dea-li  errori  e  rilievi  geo- 
detici, di  F.  Crotti,  di  p.  IV-160 2  - 

Composizione  delle  tinte  nella  pittura  a 
olio  e  ad  acquerello,  di  G.  Ronchetti,  di  pa- 
gine viii-186 3  — 

Computisteria,  di  V.  Gitti:  Voi.  I.  Computisteria 
commerciale,  9*  ediz.  di  p,  224 l  58 

—  Voi  II.  Computisteria  finanziarla,  7»  ediz.,  p.  vin  19©   3  — 

Computisteria  aararla,  L.  Petri,  (in  ristampa). 

Concia  delle  pelli.  L'Arte  del  conciatore,  del  cuoiai» 
e  del  pellicciaio,  di  G.  Venturoli.  4'  ediz.,  di  pa- 
gine xvi-206  (in  ristampa) 

Coiicia  e  tintura  delle  pelli,  di  V.  CaSaburi,  di 


pag   445  e  xxx  tabelle 
teli 


Conciatore  (Manuale  del)  di  A.  Gansser,  di  pagina 

xxiv-382  con  22  incisioni  e  2  tavole.       .       .        .        ,    6  — 

Conciliatore  (L' ufficio  di  Conciliazione^  di  C  Capa» 
LOZza,  di  p.  xliii-461,  con  144  formule  (esaurito). 

Concimi,  di  A.  Funaro,  3»  ediz.  di  p.  vm-aoo  .    2  51 

Gondottura  d' acqua  pot*»*»ll«*-  ■»»  p.  Bresa- 
DOLa,  di  p.  xv-334,  con  37  fig   (in  ristampa). 

Congelamenti.  Patogenesi  e  cura  del  Maggiore  Medico 
P.  Casali  e  Capitano  Me  lieo  F.  Puli.k,  con  prefazione 
Prof.  Luigi  Devoto,  di  pag.  xvi-365,  con  117  illustrazioni    B  50 

Conlfere  (Le),   da  rimboschimento,  di  C.  Cra- 

veri,  di  pag.  xti-322,  con  85  figure    ...  4  — 

Coniglicoltura   pratica,   di   G   Licci  ardellt    7* 

ediz.,  aumentata  di  p.  392,  con  165  incis.  12  tav.  colori    6  50 

Conservazione  delle  sostanze  alimentari, 
4*  erti»  »  *ura  Franceschi  e  Venturoli  di  p.  vm-231 
(in  ristampa) 

SoKtMervaxiuoe  prodotti  aararl,  di  C.  Mani- 
GARDI,  di  p.  XV-220  (in  ristampa). 

Conserve    alimentari    (L.  industria    delle)    di  6. 

D'Onofrio,  di  pag.  xx-654,  con  165  incisioni  .  .  5  51 
Consigli  pratici  —  vedi:  Assistenza  infermi  -  Caffet- 
tiere -  Infortuni  lavoro  •  Liquorista  -  Medicina  d'uv* 
Smza  -  Pasticciere  e  confettiere  -  Ricett.  domestico  ■ 
icett.  d.  elettricista  -  Ricett.  fotografico  -  Ricett.  In- 
dustriale -  Ricettario  industrie  tessili  -  Ricettario  di 
metallurgia  -  Soccorsi  d'urgenza  -  Special,  medicinali. 

Consoli,  Consolati  e  Diritto  consolare,  di  M. 
Arduino,  di  p.  xv-277 ■  — 

Consorzi  difesa  del  suolo.  Idraulica,  rimboschi 

mento,  di  A.  Rabbeno,  di  p.  vill-296      .  .       .    3  — 

!SaBta*»*vi#A  mw*~n***>  rurali,  di  A.  Da  BRVN,  di 
p.  thv-539  (in  ristampa). 
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L.  «. 

Contabilità  bancaria,  di  A.  Falco,  di  pag.  xii-289    5  m 

Contabilita  eomanale,  di  A.  Ds  Brbn,  2»  edlz 
di  p.  x  vi  -650  (esaurito). 

l&sat  abilita  domestica  per  le  famiglie  e  le  scuole, 
di  O.  Bergamaschi       vedi  Ragioneria  domestica. 

Contabilità     e    amministrazione     Imprese 

elettro  tecniche,  di  F.  Miola,  di  p.  xvi-262         .    3  — 

ISontabllità  generale  dello  Stato,  di  £.  Bruni 

«•  «dia.,  di  p.   xvi-457   ....  .        .     4  58 

Steafcabilità  —  vedi  Computisteria  commerciale,  Finan- 
ziaria, Agraria  -  Contabilità  comunale,  domestica  - 
Contabilità  generale  dello  Stato  -  Interessi  e  sconti  • 
Logismografia  ■  Paga  giornaliera  -  Ragioneria  •  Ragio- 
neria delle  Cooperative,  Industriale,  pubblica  • 
Scritture  d'affari  •  Società  di  mutuo  soccorso. 

Contrappunto,  di  G.  Bernardi,  (In  ristampa). 

Contratti   e    collaudi  di  lavori  edili,  di  F.  AN- 

dreaNI,  di  pag.  xvi-355.       .  .....45$ 

Conversazione   italiana   neo-ellenica,   di  E. 

Bri&hbnti,  di  p.  xii- 143      .'''..  ....    2  — 

Conversazione  itallana-tedesc».  d<  K.  Fiori  o 
G.  Cattaneo.  9*  edsz.,  di  p.  vni-484  (in  ristampa). 

Conversazione    francese-ltallaut»,    ai   e.  Ba- 

ROSCHI-Sorksini,  2*  ediz.,  di  p.  xv-288  .        .        .        .3  5© 

Cooperative  raro  11,  di  V.  Niccoli.  2»  edlz.,  di  pa- 
gine VIII-394  .  3  56 

Cooperatone  nella  sociologia  e  nella  le&l- 

slAsIone,  di  P.  V  rgilii,  di  p    xil-228  .     I  68 

forano  (II).  Versione  letterale  italiana,  di  A.  Fracassi 

di  pag.  lxiv-463 g  56 

Qerano.    Testo   arabo   e   versione   letterale  italiana  a 

fronte,  di  A.  Fracassi,  di  pag.  lxx-700        .       .       .  Il  W 

borrenti  elettriche  alternate,  e<^«».*  di  A. 
Marro,  3«  ediz.,  di  pag.  xlvhi-862,  (in  ristampa). 

Corrispondenza  bancaria,  di  A.  Falco,  di  pa- 
gine vih-338     .  .     4  - 

Corrispondenza    commerciale    poliglotta  , 
Italiana,  Francese,  Tedesca   Inglese,  Spagnuola  e  Por- 
toghese, di  3   Frisoni,  in  sei  parti 
I   Parte  italiana,  6»  ediz.,  p.  xx  520  .       .       .    B  56 

II.  ,  spaglinola  2*  ediz.,  df  oag.  xxiv-515  .  .fi- 
lli. 3  francese  4'  sdiz.,  p.  545.  .  .  9  50 
IV.  ,  inglese  3"  ediz.  di  pag.  xx-531  .  .  .  9  58 
V  a  tedesca  2»  «dìz.,  di  pag.  aa-512  .  .  .  8  58 
VI.     ,     portoghese  di  pag    xvi-511            .       .       .    ó  - 

Corrispondenza   telefonica.  Norme  di  servizio, 

ecc.,  di  O.  Pkrdomini,  di  p.  xn-375         .        .       .        .    3  50 

Sorse.  Dizionario  delie  voci  più  in  uso,  di  G.  France- 
schi., di  p.  xii-305  .  .    2  60 

Oorti  d' Assise.  Guida  dei  dibattimenti,  di  C.  Balbi, 

di  p    xx-401  .    3  » 

@o«niog[rafla,  (Lezioni  di)  di  G.  Boccardi  (in  sostitu- 
zione dei  Manuale  del  La  Lkta),  di  pag.  xn-233,  eoe 
30  ine.  e  2  tav 3  — 
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l.  e. 
9«rtmttore  navale,  di  G.  Rossi,  2»  adii,  rifatta,  di 

pag.  xvi-817,  con  674  figure.       .        .  .        .       .  IO  S§ 

StòBtrusìonì  —  vedi:  Abitazioni  -  Appalti-  Architettura 

•  Calcestruzzo  •  Calci  -  Capomastro  -  Casa  dell'  av- 
venire Casette  popolari  •  Città  (La)  moderna  -  Codice 
dell'ingegnere  -  Contratti  e  collaudi  -Costruzioni  eno- 
tecniche, lesionate,  metalliche,  rurali  -  Fabbricati  civili 

•  Fabbricati  rurali  Fognatura  -  Fondazioni  terrestri 
e  idrauliche  -  Imitazioni  -  Ingegn.  civile  -  Ingegn. 
eostrutt.  meccanico  -  Lavori  marittimi  •  Laterizi  - 
Mattoni  e  pietre  •  Muratore  -  Peso  metalli  -  Progettista 
moderno  -  Prontuario  agricoltore  ingeg.  rurale  -  Resi 
stanza  dei  materiali     Resist.  e  pesi  di  travi  metalliche 

•  Riscaldamento  -  Stime  di  lavori  edili. 
Costruzioni  In  <»«»aiien*o  armato,  di  G.  Baluffi, 

2»  ediz.  di  pag.  310   con  100  illustr 7  re 

&»A»*«-rtJKlonl  enoiecnlche,  di  S.  Mondini,  di  p.  IT- 

251,  con  §3  incis 4  61 

Castrazioni  lesionate.  Cause  e  rimedi    di  I.  An~ 

dreani,  di  pag.  xn-243  con  122  incisioni        .       .        .    3  50 

Costruzioni    metalliche,   di   G.   Pizzamkjlio,  di 

p.  l-947,  cou  1643  incis.  e  52  tav 22  — 

Costruzioni  rurali  In  cemento  armato,  di 
A.  Fanti,  2a  ediz.  completamente  rifatta,  di  pag.  xvi-315, 
con  160  ine.        .  4  50 

Cotone  (Guida  per  la  coltivazione  del),  di  G.  Tropea, 

p.  x-165  e  21  incis 2  50 

Crestomazia  neo-ellenica,  di  E.  Briohenti,  di 

p.  XVI-405 5*50 

Cristallografia,  di  F.  Sansoni,  (esaurito,  2*  ediz.  ri- 
fatta da  C.  Viola,  in  lavoro). 

Cristoforo  Colombo,  di  V.  Bellio  p.  iv-136  (esaur.) 

Crittografia  dlplomatti>a  e  commerciale,  di 
L.  Gioppi,  dì  p.  177  (esaurito) 

Cronologia  e  calendario  perpetuo,  di  A.  Cap- 
pelli, di  p.  XXXIII-421 6  50 

Cronologia  delle  scoperte  e  delle  esplora» 

ziont  geografiche,  di  L.  HUGUES,  di    p.  vni-487    5  5» 

Cronologia  e  storia  medioevale  e  moderna, 
di  V    Casagrandi,  3»  ediz.  dì  pag.  262  (in  ristampa). 

Cubatura  del  legnami  rotondi  e  e»«cina«i«-afttl, 

di  G.  Belluomini,  '3'  ediz.,  di  p.  vi-229       .       .       .    4  50 

Cultura  e  vita  greca  (Disegno  storico  della),  di  D. 
Bassi  ed  E.  Martini,  di  p.  xvi-791,  107  fig.  e  13  tav.    9  SO 

Cuore  (II).  Suoi  mali  e  sue  cure,  di  G.  Fornaseri,  dì 

pag.  xii-421,  con  99  figure 5  50 

Cuore  (Terapia  fisica  del)  di  L.  Minervino  di  p.  xn-475    5  50 

Curatore  di  fallimenti  (Manuale  del)  e  del  Com- 
missario Giudiziale,  di  L.  Molina  (2*  ediz.  di  p.  lx-892    8  50 

Curve  circolari  e  raccordi.  Tracciamento  delle 
curve,  di  C.  Ferrario,  (in  ristampa). 

Swve  graduate  e  raccordi  pel  traccia- 
menti ferroviari,  di  G.  Ferrario,  di  p.  xx-251 
«  41  fifi,     .  .  4  5» 
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li.  e 
Curve.  Tracciamento  delle  ferrovie  e  strade,  di  G.  H. 

A.  Sbòhnkr.  trad    di  L.  Loria.  3*  ediz.  p.  vm-167    .    S  50 
Dama  (Il  giuoco  della)  all'italiana,  di  L.  A  vigliano,  di 

pag.  287,  con  200  diagrammi  e  2  tavole    .       .  .    fi  58 

Dantologia*  Vita  e  opere  di  Dania,  di  G.  A.  Scartai- 

zini,  3»  ediz.  a  cura  N.  Scarano,  di  p.  xvi-424  .    8  — 

Dattilografia.  Manuale  teorico  pratico  di  scrittura  a 

macchina,  di  I.  Saulle,  di  pag.  xn-225,  con  50  ine.      .    4  59 
Dazi  doganali  del  Regno  d'Italia  (Tariffa  dei) 

al  1°  maggio  1909,  di  G.  Maddalena,  di  p.  152       .  I  50 

Debito  pubblico  Italiano,  E.  Bruni,  di  p.  xn-444.    3  50 
Determinanti  e  applicazioni,  di  E.   Pascal,  di 

p.  vu-330  (in  ristampa). 
Diabete  mellito  e  sua  cura  di  A.  Rodella,  2*  edizione 

di  pag    xvi-204 2  50 

Dialetti  Italici,  grammatica,  ecc.  di  O.  Nazari,   di 

p.  x.vi-364  (vedi  anche  Italia  dialettale  a  pag   31)    3  — 
Dialetti  letterari  greci,  di  G.  Bonino,  di  pagine 

XXXH-214 ...    I  58 

Didattica  per  le   scuole   normali*  di  G.  Soli. 

(2*  ediz   in  lavoro). 
Dinamica  elementare,  di  G.  Cattaneo,  di  p.  vm-148    I  50 
Dinamometri.  Misura  delle  forze  e  loro  a/ione  lungo 

determ.  traiettorie,  di  L.  Campazzi,  di  p.  293  e  132  ine.    3  — 
iplomazla  e   agenti   diplomatici,    di  M.  Ar- 
duino, di  p.  xn-269  ....  .    3  — 
Diritti  d'autore  -  vedi:  Codici  e  leggi,  Voi.  IH  (pag.  14). 
Diritti  e  doveri  del  cittadini,  ad  uso  delle  scuole 

di  D.  Mafftoli,  14»  edizione,  di  p.  xvi-230  .        .    3  — 

Diritto  amministrativo  e   cenni  di   Diritto 

costituzionale,  di  G.  Loris,  11»  ediz.  di  pag.  510    7  50 
Diritto  amministrativo  —  vedi:  Beneficenza  -  Catasto- 

-  Codice  doganale  -  Esattore  comunale  -  Giustizia 
amministrativa  -  Imposte  dirette  -  Legge  sanità  -  Le- 
gislazione sanitaria  •  Morte  vera  Municipalizzazione 
servizi  -  Polizia  sanitaria  -  Bicchezza  mohil* 

Diritto  civile.  Compendio  di  G.  Loris,  (8»  ediz.  in  corso 
di  stampa). 
Diritto  civile  —  vedi:  Camera  di  Consiglio  -  Codice 
civile  -  Codice  procedura  civile  -  Codice  dell'Inge- 
gnere -  Conciliatore  -  Diritti  e  doveri  -  Diritto  italiano 

-  Espropriazione  -  Ipoteche  -  Lavoro  donne  -  Legge 
infortuni  lavoro  -  Legge  lavori  pubblici  •  Legge  re- 
gistro e  bollo  •  Legislazione  acque  -  Legislazione  ru- 
rale -  Notaio  -  Prontuario  legislativo  -  Proprietarie 
di  case  -  Storia  del  diritto  -  Testamenti. 

Diritto  commer«*«*»i**    Italiano,  di  E.  Vidari.  4» 

ediz.  di  p.  x-448  (in  ristampa). 
Diritto  costituzionale,  ai  F.  P.  Contuso,  3*  ediz., 

p.  xrx-456  (esaurito). 
Diritto  ecclesiastico,  di  G.  Olmo.  2*  ed.,  pag.  xvi-483    3  - 
Diritto  Internazionale  penale  di  S.  Adinolpi, 

di  pag.  vin-258       .        .     ' _    .       •    «  50 

Diritto  Internazionale  privato,  di  F    P.  Co»- 

tozzi  2*  edl*.,  d\  o   xxxtt-82*  .    7  5f 

Diritto  Internazionale  pubblico,  di  F.  P.  Con- 

ruzzi  2»  ediz.,  di  p.  xxxn-412 3  — 
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Diritto  Italiano,  di  G.  L.  Andrich,  di  p.  xv-227         .    I  IO 

Diritto  marittimo  Italiano,  A.  Sisto,  pag.  xn-556    I  - 

Diritto  penale  romano,  di  C.  Ferrini,  2*  ediz.,  di 

p.  vni-360 s  — 

BtoAcnatore  meccanico,  di  V.  Goffi.  7*  ediz., 

di  pag.  550  con  476  fìg 19  — 

BIseKuo  principi  ai),  e  gli  stili  dell'ornamento  di  C. 
Boito  6»  ediz.,  di  p.  xn-182  con  61  ine.  e  append.  di 
A.  Melani:  L'insegnamento  dell'arte  decorativa  di  pa- 
gine 250  con  50  ine.      .  .        .    6  58 

Disegno  CCorso    completo    di),    in  80  tavole,  di  J.  Ak- 

drbani,  4*  ediz.,  di  j  ag.  218  .        .        .        .5  5B> 

SNee^no  (Grammatica  nei,,  di  E.  Ronchetti,   di  p.  iv- 

190  con  96  fìg.  e  atlante  di  106  tavole       .       .       .        .    9  50 

Disegno  assonometrico,  di  P.  Paoloni,  di  p.  rv- 
122,  23  fìg.  e  21  tav.,  (in  ristampa). 

Disegno  geometrico,   di  A.  Antilli,  4»  ediz.,  di 

p.  xii-88  e  28  tavole 3  - 

Disegno  —  vedi  anche  Acquaforte  -  Disegno  industriale 
-  Disegno  di  proiezioni  ortogonali  -  Disegno  topogra- 
fico -  Monogrammi  -  Oreficeria  floreale  -  Ornamenti 
sulle  stoffe  -  Ornatista  -  Teoria  delle  ombre. 

Msegno  Industriale,  di  E.  Giorli.  6»  ediz.,  pag.  406    7  5t 

Disegno  di  proiezioni  ortogonali,  di  D.  Landi, 

2»  ediz.,  di  p.  viii-152,  con  132  figure       .        .        .        .    2  — 

Disegno  topografico,  di  G.  Bertelli,  4»  ediz.,  di 

S.  vi-158,  con  12  tav  a  (in  ristampa). 
nfezlone  pubblica  e  privata,  di  P.  E.  Ales- 
sandri e  L.  Pizzini,  2»  ediz.  di  p.  vm-258  e  29  ine.  .    2  5& 

—  vedi  Profilassi  e  disinfezione. 

distillazione  del  legno,  di  F.  Villani,  di  p.  xiv-312    4  58 

Distillazione  delle  vinacce,  delle  frutte  fer- 
mentate e  di  altri  prodotti  agrari,  di  M. 
Da  Ponte.  3"  ediz.,  di  p.  xx-826  (in  ristampa). 

Ditteri  Italiani,  di  P.  Lioy,  di  p.  vn-356,  con  227  fig.    3  — 

Divina  Commedia,  di  Dante  Alighieri  in  tavole 
schematiche  di  L.  Polacco,  di  p.  x-152  e  6  tavole  di- 
segnate da  G.  Agnelli »  — 

Dizionario  albanese  —  vedi  Albanese  parlato. 

Dizionario  alpino-Italiano,  di  E.  Bign  ami-Sor  - 

mani  e  C.  Scolari,  di  pag.  xxn-310       .       .       .       .    3  50 

Dizionario  di  abbreviature  latine  e  Ita- 
liane, di  A.  Cappelli   2»  «diz.,  di  pag.  t.xviit-528  .  18  58 

Dizionario  internazionale  di  aeronaviga- 
zione e  costruzioni  aeronautiche,  italiano 
francese,  inglese,  tedesco,  M.  Mele  Dander,  p.  vin-227    6  50 

Dizionario  blbllosrrafleo,  di  C   Arlia,  di  d,  100  .     I  58 

Dizionario  biografico   universale,  di  G.   Ga- 

ROLLO,  due  voi    di  o.  1118  a  2  colonne    .  28  — 

Dizionario  di  botanica  generale,  di  G.  BilaN- 

«toni.  di  d.  XX-92P  .  .   12  — 

Dizionario  commerciale  fraseologico  Ita- 
liano-Inglese e  viceversa,  di  F  A.  Marangoni  p.  358    9  58 

Dizionario  del  Comuni  e  frazioni  di  Comuni 
del  Regno  d'Italia,  secondo  il  Censimento  1911, 
di  G.  Trivbrio,  con  un  elenco  delle  località  abitate 
nelle  Colonie  Italiane,  di  pag.  xn-512      .        .       .        .    5  50: 
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Dizionario    enologico,  di  A.   Durso-Pennisi,   di 

p.  viii-465  con  161  ine.  §  — 

Dizionario    Eritreo  -  Italiano  -  Arano  -  Ama» 

rlco,  di  A.  Allori,  di  d.  xxxiii-2U3     .  Z  K 

Dizionario  fotograflco  In  quattro  lingue,  di 

L.  Gioppi,  di  p.  vm-600,  95  ine.  e  10  tavole  .       .    7  51 

Dizionario    francese -Italiano,    di   G.    Ls   BOV- 

CHER,  di  p.  lxiv-556  ....  8  56 

Dizionario  geografico   universale,  di  G.  Ga- 

rollo,  2a  ediz.  di  p.  xn-1451  (esaurito). 
Dizionario    Italiano-Giapponese ,    di   S.    Chi- 

MENZ,  di  p.  xvm-219  8  — 

Dizionario  giuridico  —  vedi  :  Dizionario  Legale. 
Dizionario    Greco    moelerno-Itallano    e   vie®* 

versa,  di  E.  Brighenti,  di  p.  lx-848-612       .       .       .  li  — 
Separatamente: 

Voi.  I,  Greco  moderno-Italiano e  — 

Voi.  Il,  Italiano-Greco  moderno 7 

Dizionario  Italiano-Inglese   e    Ingl— ital.,  'di 

J.  VvESSELY,  16»  ediz   »  cura  di  G.  Bigutinì  e  G. PaTM, 

di  p.  vi-226-190  (in  ristampa). 
Dizionario    Hoeplft    della    lingua    Italiana» 

compilato  da  G.  Mari  —  vedi  Vocabolario. 
Dizionario  lesale,  di  S.  Trincali,  di  pag.  xvi-1388  15  - 
Dizionario     milanese-Italiano     e     Italiano- 
milanese,  di  G.  Arrighi,  2»  ediz.,  di  p.  912     .       .   8  58 
Dizionario  russo  —  Vedi  Vocabolario  russo. 
Dizionario  di  scienze  filosofiche,  di  C.   Raz- 
zoli, 2a  ediz.  aumentata  e  corretta,  di  pag.  vn-1252 .       .  15  — 
Dizionario  serbo  di  Hilinich  (in  preparazione). 
Dizionario   Spagnuolo  -  Italiano   e  Italiano  - 

Spago  nolo  dì  G.  Frisoni: 

I.  Italiano-Spagnuolo.  Voi.  dì  1018  pag.  L.  9.50  -  leg.  12  5§ 
Dizionario  etimologia»    «**»wograflco,    di  E. 

Molina,  di  p.  xvi-624  (in  ristampa-, 
dizionario  tecnico  In  &  lingue,  di  E.  Webber, 

4  volumi 
I.  Italiano-Tedeseo-Francese- Inglese  ,  2»    ediz.  di 

p.  XH-533  ...  ....    8  - 

li.  Deutsch-Italienlsch-Frajasòsich-Englìscn  (3»  ed. 

in  lavoro). 

III.  FrancalB-Italien-AUemand-Anglala,  2»  ediz.,  &l 

p.  VI-679  .       .  8  se 

IV.  English-Italian-German-French,  2»  ed.  aumen- 
tata di  oltre  5000  termini  di  pag.  iv-921  .        .        .  12  50 

Dizionario  Italiano-tedesco  e  ted-ltal.,  di  A. 
Mori,  5»  ediz.  per  G.  Cattaneo,  (esaurito). 

Dizionario   Italiano-tedesco    e  tedesco-Ita- 

lano,  di  G.  Sacerdote,  di  p.  Xii-470,  xxxil-480       .    6  58 

Dizionario  universale  delle  lingue  Italiana, 
tedesca,  Inglese,  francese,  disposte  in  na 
unico  alfabeto,  di  p.  1200  8  5C 
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i.  «• 

Dogana  —  vedi  :  Codice  doganale  -  Codici  e  Leggi  usuili 
d'Italia.  Voi.  Il,  Parte  1»  -  Commerciante  •  Dazi  doga- 
nali -  Trasporti  e  tariffe. 

Bottrlna  popolare  In  41  linone,  (Italiana-Fran- 
cese-Inglese-Tedesca)  Motti,  frasi,  proverbi  di  G.  SksSa* 
2»  ediz.,  di  p.  iv-112  (esaurito). 

Otovei*l  del  macchinlista  navale*  di   V.   Goffi, 

di  pag.  xvi-310 S  56 

©roafiie  e  piante  medicinali  (Materia  medica  ve- 

§  etale  e  animale)  di  P  A  Alessandrini,  2*  edizione 
J  pag.  xv-778,  con  207  ine 9  — 

B*ro«rtil<»re  (Manuale  del),  di  L.  MaNBTTI,  di  p.  XXIY-S22 
(in  ristampa). 

Dnellatite  Manuale  del),  di  F.  Gelli,  2*  ediz.,  di  pag. 
vni-250  e  26  tav   (in  ristampa). 

—  vedi  anche  Scherma. 

Iconomla  matematica,  di  F.  Virghlii  e  C  Gari- 
baldi,   i  p.  xii-210  e  19  ine 5  — 

ISc^nomla  politi*»**.  Ht  w  Jrvohs,  trad.  L.  Cesia, 
7a  ediz.,  di  p.  xv-180  (in  ristampa). 

Blettrlcltà,  di  Flkemini*  jknm«,  tradnxio-i*  di  R. 
Ferrini,  5»  ediz.  rived.,  di  p  xn-237  (in  ristampa), 
ettricità  -  vedi  :  Cavi  telegrafici  Contamina  im- 
prese elettrotecniche  -  Correnti  elettriche  •  Elettricità 
industriale  -  Elettrotecnica  -  Elettrochimica  -  Elettro- 
motori -  Enciclopedia  galvanica  -  Frodi  sui  misura- 
tori elettrici  ■  Fulmini  -  Galvanizzazione  -  Illumina- 
zione -  Ingegnere  elettricista  -  Magnetismo  •  Metallo- 
cromia -  Onde  Hertziane  -  Operaio  elettrotecnico  - 
Pila  elettrica  -  Radioattività  -  Ricettario  deli'  elettri- 
cista -  Rontgen  -  Sovra-tensioni  -  Telefono  -  Tela- 
grafia  •  Unità  assolute. 

Blettrlcltà  Industriale,  di  P.  Janbt,  trad.  di  C. 

U.  Rrovedani,  di  p.  xx-375  e  163  fig 4  SS 

Blettrlcltà  e  materia,  di  J.  J.  Thomson,  trad.  di 

G.  Faè,  di  p.  XL-299  e  18  fig 2  - 

Blettrlcltà  medica,  di  A..  D.  Bocciardo,  diìp.  x-201, 
con  54  ine.  e  9  tav.  (in  ristampa). 

■lettrici tà  (Influenza  dell')  sulla  vegetaz.  e  sui  prodotti 

delle  industr.  agrarie  di  A.  Bruttini,  p.  xvi-459  e  59  fig.    •  — 

Blettrlcltà  sorbente  di  calore.  Riscaldamento 
elettrico  domestico  di  G.  Lo  Piano,  di  pag.  vm-188, 
con  153  illustrazioni 2  5* 

Blettrochlrailca.  di  A.Cossa  di  p   vm-104  (esaurito). 

Blettro motori  campioni  e  misura  delle 
forze  elettromotrici,  di  G.  P.  Magrini,  di  pag. 
XVl-185  e  73  fig .    3  - 

fllettrot «M*wilca,  (Principi  di)  di  F.  Dessy,  di  p.  xn-128 
(in  ristampa) 

BUote rupia  (L')  in  alta  montagna  e  trattamento  della 
tubercolosi,  dì.  0.  Bernhard,  traduzione  R.  Curti, 
di  pag.  vn-125  con  49  tavole       ....  .    S  Si 

Elioterapia  (L')  nella  pratica  medica  e  nell'ednea- 

zione,  di  G.  B.  Boatta,  di  pag.  xv-155  con  77  tavolai    4  53 

eloquenza  civile  e  sacra-  L.  Asioli    di  p.  iv-290    3  - 
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Embriologia  «  morfologia   generale,   di  6. 

Cattaneo,  di  p.  x-242  e  71  fig.  (esaurito). 
Embrione  umano.  Embriogenià  e  organo- 
genia dell'uomo,  di  G.  Falcone,   di  p.  xv-431, 

con  90  ine.  .    4  K 

Emigrailone  ed  Immigrazione,  di  M.  Arduino, 

di  p.  x-248       ...  8  - 

Enciclopedia  galvanoplastica,  elettrochi- 
mica e  fotomeccanica,  di  P.  Conter,  di  pag. 
▼Hl-555  e  279  illustr 7  5t 

Enciclopedia   Hoepll  (Piccola)  2»  ediz.  completa- 
iamente  rinnovata  dal  dott.  G.  Garollo  : 
Volume  I  -  lettere  A-D  di  pag.  x-1522  .  12  58 

Volume  II  -  lettere  E-M,  pag.  1523  a  3114    .  .  16  50 

(Il  Voi.  Ili  ed  ultimo  è  in  corso  di  stampa). 

Enciclopedia  legale,  di  S.  Tringali  —  vedi  Dizio- 
nario legale. 

En  »rgla  fisica,  di  R.  Ferrini,  2»  ediz.,  di  p.  vm-187 
e  47  ine I  5i 

Enlmmlstlca.  Enimmi,  sciarade,  rebus,   ecc.,   di  D. 

TOLOSANI,  di  p.  XII-516  e  29  illustr 8  5t 

Enoloarla.  di  O.  Ottavi,  8»  eaiz.  rifatta  da  A.  Strucchi, 

di  pag  327,  con  50  ine 5  58 

Enologia  domestica,  di  R.  Sernagiotto,  2»  ediz., 

di  p.  xiv-223,  con  26  ine 3  — 

Enologia  —  vedi  ai  singoli  titoli  :  Alcool  -  Ampelogra- 
Adulterazione  vino  •  Analisi  vino  -  Rottalo  -  Canti- 
niere •  Cognac  •  Costruzioni  enotecniche  -  Densità  dei 
mosti  -  Distillazione  -  Dizionario  enologico  -  Liquo- 
rista -  Malattie  vini  -  Mosti  -  Produzione  del  vino  - 
Tannini  -  Uva  -  Vini  bianchi  -  Vini  speciali  -  Vinifi- 
eazione  -  Vino. 

Epidemie  esotiche,  di  F.  Testi,  di  p.  xn-203  .    2  -- 

Epigrafia  cristiana,  di  O.  Marugghi,  di  p.  vin-453, 

con  SO  tav IO  — 

Epigrafia  Italiana  moderna,  di  A.  Padovan,  di 

di  pag.  xxvi-270 3  — 

Ep' traila  latina,  di  S.  Ricci,  di  pag.  xxxn-448  e 

55  tavole  6  58 

Ep  lessla.  Eziologia,  patogenesi  e  cura,  di  P.  Pini,  di 

p.  X-277 2  50 

,  Equazioni  Integrali  (Teoria  delle)  di  G.  Vivanti,  di 

pagine  414 4  50 

—  vedi  Algebra  complementare. 

Equilibrio  del  corpi  elastici,  di  R.  Marcolongo, 

"•*  n    XIV-316 4  50 

Eritrea.    Storia,    geografia   e   note    statistiche,   di  R. 

Melli,  di  p.  XIl-164 2  — 

Errori  e  pregiudizi  volar»»-!,  di  G.  Straffo- 
rello  2*  ediz.,  di  p.  xii-196  (esaurito). 

Esattore  comunale,  ad  uso  nei  Ricevitori,  ecc.,  di 
di  R.  Mainardi,  2»  ediz.,  di  p.  xvi-480  (esaurito). 

Esercizi  e  quesiti  sull'Atlante  geogr.  di  R. 

Kleperr,   di   L.   H  no  ras,  3»  ediz.,  di  p.  vni-208         .     I  50 
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flserclzl  sintattici  francesi,   di  D.  Rodari,   di 

p.  XII-403 8  - 

flserclzl  «recl,  di  A.  Y.  Bisconti,   2*   ediz.,  di  pag. 

XXvn-234 S  - 

Esercizi  di   prammatica  Italiana,  di  D.  Fkr- 

Rari,  di  pag.  viii-236   .        .        .        .        .       .       .       .    3  — 

Esercizi  latini,  di  P.  E.  Cereti,  di  p.  xn-333     .        .    i  SO 

flserclzl  di  traduzione  a  complemento  del- 
la a*ramm.  francese,  di  G.  Prat,  3*  ediz.,  di 
p.  xn-174 I  51 

Bserclzl  di  traduzione  a  complemento  del- 
la gramm.  tedesca,  di  G.  Adler,  3*  ediz.  di 
p.  vili -244  (esaurito). 

Esplodenti  e  modi  di  fabbricarli,  di  R.  Mo- 
lina. 4*  ediz  riveduta  e  ampliata  con  trattazione  com- 
pleta degli  esplosivi  moderni  di  pag.  xxxn-422    .       .    7  51 

■sproprlazlonl  per  causa  di  pubblica  uti- 
lità, di  E.  Sardi,  di  p.  vn-212-83  (esaurito). 

Assenze   naturali.  Estrazione  -  Caratteri  -  Analisi, 

ecc..  di  C.  Craveri,  con  73  figure 5  — 

Bssenze  artificiali.  Fabbricazione  -  Caratteri  -  Ana- 
lisi, ecc.,  di  C.  Craveri,  con  44  figure    .  .       .    4  58 

Bstetlca.  Lezioni  ani  bello,  di  M.  Pilo,  (in  ristampa). 

—  Lezioni  sul  gusto,  di  M.  Pilo,  di  p.  xn-255    .       .       .   2  58 

—  Lezioni  sull'arte,  di  M.  Pilo,  di  p.  xv-286  .      .    2  50 
Bstlmo  rurale,  di  P.  Ficai,  2»  ediz.  (in  ristampa). 
Bstlmo  del  terreni,  di  P.  Filippini,  di  p.  xvi-328    .    8  — 
Etica  (Elementi  di),  di  G.  Vidari,  4*  ediz.,  di  pag.  xii-389    5  50 
Etnografia,  di  B.  Malfatti,  (esaurito). 

Bucllde  emendato,  di  G.  S agghkri,  trad.  di  G.  Boc- 

cardini,  di  p.  xxiv-126  e  55  fig I  58 

assoluzione.  Storia  e  bibliografia  evoluzionistica,  d! 

C.  Fenizia,  di  p.  xiv-889 3  — 

■x  llbrls  Italiani  <3SOO),  illustrati  da  J.  Gblli,  di 

p.  Xll-535,  139  tav.  e  757  figure 9  — 

Fabbricati  civili  di  abitazione,  di  C  Leti,  5* 

ediz.,  di  p.  xil-516  con  261  ine 7  50 

Fabbricati  rurali.  Costruzione  ed  economia,  di  V. 

Niccoli,  4»  ediz.,  di  p.  xix-410,  con  185  fig.  .    4  50 

Fabbro  (II),  di  J.  Andre  ani,  di   p.  vm-250,  266  fig.  e 

50  tavole  .  .......    8  — 

Fabbro  ferralo  (Manuale  del),  di  G.  Belluomini,  I" 

ediz.  di  p.  viii-242  e  233  ine 2  50 

Fabiani.  Bazze,  allevamento,  di  C.  Bkltrandi,  di 

p.  vni-182  e  26  fig 2  50 

Falconiere  moderno,  di  G.  E.  Chiorino,  di  p.  xv« 

247,  15  tav.  e  80  illustr 6  - 

Falegname  (U),  J.  An  d  re  ani.  2*  ed.  p.  309, 264  fig.,  25  tav.  4  — 
Falegname  ebanista,  di  G.  Belluomini,  6»  ediz., 

di  pag.  xvi-230  con  120  incisioni 5  50 

Farfalle  (Le),  di  A.  Senna.  24  tav.  e  testo  di  pag.  195  .  8  - 
Farmacista  (Man.  del),  di  P.  E.  Alessandri,  4a  ediz. 

di  p.  984    .       .  10  ft 
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Varmacoloigla  e  Formularlo,  di  P.  Piccinini,  *" 

di  n.  THi-382    . S  Si 

Veeola.  Sua  fabbricazione  e  trasformazione  in  destringi 

glucosio,  ecc.,  di  N.  Aducci,  di  p.  xvi-285,  con  41  fie     3  58 
Veraeentaslonl  e  fermenti,  di  R.  Goarkschi,  di 

p.  XI  850 4  _ 

Verro-vie  e  Tramvle.  Costruzioni,  Materiali,  Èser- 

elslo,  Tecnologie  dei  trasporti,  di  P.  Oppizzi,  di  pa- 
glie XXII-1067  con  414  incisioni .  ,       , 
ferrovie  e  Tramarle  (I  più  recenti  progressi  della 

tecnica  nelle)  di  P.  Oppizzi,  di  pag.  xix-291,  e  124  ine.    5  56 
2F«rr©vie  —  vedi:  Automobili  -   Macchinista  •  Strade 

fonate  •  Trazione  ferroviaria  •  Trazione  a  vapore  - 

■  Trasporti  e  tariffe  -  Vocabolario  tecnico  voi.  V  e  VI. 
fiammiferi  e   fosforo,  di  C.  A.  Abetti,  di  p.  xii- 

172,  e  5    av 3  ss 

Vieni  del  prati  «tabi II  Italiani  di  A.  Pugliese,  con 

prefazione  di  6.  Lo  Priore,  di  pag.  xii-418     .       .       .    4  56 
Picare  grammaticali  a  complemento  della 

grammatica,  di  G.  Salvagni,  di  p.  vii-308  .       .    3  - 
matura  del  cotone,  di  G.  Bkltrami,  di  p.  xv-558 

e  188  ine.  (in  ristampa). 
Filatura  e  torcitura  della  seta,  di  A.  Provasi, 

di  p.  vn-281  e  75  fig 3  56 

VUlossera  (La)  della  vite.  Risultati  dei  nuovi  studi 

italiani,  di  R.  Gran  dori,  di  pag.  xvi-256  e  17  tavole.    3  — 
VHIoMsera  e  malattie  crittogamiche   della 

▼Ite,  di  V.  Peolion,  di  p.  vm-302  e  39  fig.  .       ,    3  — 

Vilma  —  vedi  :  Cinematografo. 
VIIoEoKla  classica,  greca  e  latina,  di  V.  Inama, 

2*  ediz.,  di  p.  xvi-222 I  56 

Vllonauta  (Navigazione  da  diporto),  di  G.  Olitari,  di 

p.  X  vi -286 2  56 

Filosofìa  del  diritto,  di  A.  Groppali,  (in  ristampa) 
Vltoa&fia  morale,  di  L.  Friso,  3»  ediz.,  di  p.  x  vi-38ù    4  5C 
Filosofia  -  vedi  ai  singoli  titoli:  Dizionario  di  scienze 

filosofiche  -  Estetica  -  Etica  -  Evoluzione  -  Logica  - 

Psicologica, 
finanze  (Scienza  delle),  T.  Carnevali,  2»  ed ,  p.  iv-173     I  53 
Fiori  —  vedi:  Floricoltura  -  Garofano  -  Giardiniere  - 

Orchidee  •  Orticoltura  -  Piante  e  fiori  -  Rose. 
mori  artificiali,  di  O.  Ballerini,  2»  ed.  di  p.  xvi-368, 

con  246  figure         .....  .    2  50 

Vlslca,  di  O.  Murami  10*  ed.  accresciuta  (in  ristampa). 
Vlslca  cristallografica,  di  W.  Voiar,   tran,  al  A. 

Sella,  di  p.  viu-392 ,    3  - 

Vlslca  medica.  (Fisiologia  -  Clinica  -  Terapeutica),  di 

a.  P.  GoaaiA,  pag.  zn-954,  300  ine.  e  una  tav.  a  colori  1 1  — 
Vlslolosla,  di  M.  Fostbr,  trad.  di  G.  Albini,  4*  ediz. 

di  p.  tii-223  e  35    (in  ristampa). 
Vistatotela  vegetale,  L.  Montem artini,  p.  xvi-236    I  56 
fisionomia  e  mimica,  di  G.  Cerchiar!,  di  p.  xn- 

135,  77  Inc.  e  36  tav.  .        .  ....    4  56 

VIora  delle  Alpi,  Illustrata  di  O.  Penzio,  2*  ed., 

di  psg.  XX-186  con  43  tavole  In  cromo  8  — 

Vtorlcoltnra,  di  G.  Roda.  7a  ediz.,  di  p  .296  con  128  ine.    5  50 
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notte  moderne,  E.  Buggi  di  Samta-Fiora,  p.  iv-804    i  — 

Fognatura  biologica  (depurazione  delia  acqua  In- 

ride),  di  P   Lacbtti,  di  pag.  xu-376 I  — 

Foanatnra  cittadina,  D.  Spataro,  (esaurii©), 

Fognatura  d<w.*.«*ica,  di  A.  GbrUTTI,  di  p.  TIU- 
421  e  2G0  fig   (esaurito). 

Fondazioni  <**-ue  opere  terrestri  e  Sdraia- 
fiche  e  notizie  lui  sistemi  più  in  uso  in  Italia,  di 
R.  Ingria,  di  pag.  xx-674  con  409  incisioni  .       ,    7  51 

Fonditore  In  metalli,  di  G.   Bbli.uomini,  5*  edis., 

di  A.  Hassenz  di  pag.  214,  con  126  incisioni   .       .       .    S  — 

Fonologia  Italiana,  di  L.  Stoppato  (esaurito). 

Fouologfa  latina,  di  S.  Consoli   di  pag.  20P  .    I  50 

Fonologia  romanza,  di  P.  E.  Guar serio,  di  p.  666  12  50 
Foreste  —  Vedi  Prontuario  del  forestale 

Forinole  e  tavole  per  11  calcolo  delle  ri- 
svolte ad  |arco  circolare,  di  F.  Borlktti, 
di  p.  XH-69 2  50 

Formularlo  scolastico  di  matematica  ele- 
mentare (aritmetica,  algebra,  geometria,  trigono- 
metria), di  M.  A.  Rossotti,  3*  ediz.  riveduta  di  p.  xii-201    3  50 

Forno  elettrico  (La  pratica  del)  di  A.   Tiborzi,   di 

pag,  270,  con  70  incisioni .    .  6  50 

Fossati  e  concimi  fosfatici,  A.  Minossi,  (in  rist.). 

Fococromatografla,  di  L.  SaSSI,  p.  XXI-18&  n  i?  Ag.    8  — 

Fotografia  (i  primi  passi  in),  di  L.  Sassi,  4»  ediz.  am- 
pliata di  pag.  xii-367  con  200  incisioni  e  20  tavole      .    4  — 

Fotograna  Industriale,  di  L.  Gioppi,  di  p.  XIII-20S, 

con  12  ine.  e  5  tav IK 

Fotografia  pel  dilettanti.  (Com»  dinina*  il  «*l«v 

di  G.  Mupfonk,  X»  ediz.,  di  p.  5*0   con  420  ine.  e  tav.  12  — 

Fotografia  a  colori.  Immagini  fotogratìcne  a  colerà 
ottenute  con  sviluppi  e  viraggi  su  carte  air  argante  a 
su  diapositive,  di  L.  Sassi,  di  pag.  xvi-153  .       .       .    8  — 
Fotografia  a  colori  -  vedi  Autocromista. 

Fotografia   ortocromatlea,  di   G.  Bonaoihi,   di 

p    xvi-227.  83  fig.  e  5  tav I  50 

fotografia  senza  obiettivo,  di  L.  Sassi,  di  p.  XTI> 

135,  127  ine.  e  12  tav.      .       .  2  50 

Fotografia  turistica,  di  T.  Zanghibri,  di  p.  XVI- 

279,  84  ine.  e  18  tav 8  50 

Fotografia  -  vedi:  Arti  grafiche  -  Autocromista  •  Carte 
fotog.  -  Dizionario  fotog.  -  Fotocromatografla  •  Fotogr. 
Industriale  •  Fotogr.  ortocromat.  -  Fotogr.  per  dilet- 
tanti -  Fotogr.  senza  obiettivo  •  Fotogr.  turistica  •  Fo- 
togrammetria •  Fotominiatura  -  Fotosmaltografia  - 
Primi  passi  in  fotografia  -  Processi  fotomeccanici  «■ 
Proiezioni  -  Ricettario  fotogr. 

Fotogrammetria,    foto  topografia   e    appll- 

canvlonl.    <J?  P    Paganini.     M    naff    rw-W.    *»«n  «*.     3  50 

Fotometria  (Trattato  di),  di  A.  Coacci,  di  p.  257,  cob 

87  figure .    8  50 

Fot  otu  in  la  tur  a,  di  F.  Tucgari,  pag.  X-136  •  SS  tav     8  58 

Fotosmaltografia   applicata,   di  A.  MontaOHa, 

di  p.  vm-200  e  16  ine 8  — 

Fresatore  e  tornitore  meccanico,  di  L.  Dvcla, 

4»  ediz.  ampliata,  di  pag.  236,  eon  31  ine.  .       .    8  50 
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lento.  Coma  li  coltiva,  di  B.  Ailmontl,  5*  adii., 
di  pag.  xvj-sii.  con  88  incisioni  a  12  tavola  .  3  — 

Fmii»  «Inori.  Fragola,  poponi,  ecc.,  di  A.  Poggi, 

di  pag.  vm-193  e  96  ine.  ....    2  W 

Frutticoltura,  ai  D.  Tamaro.  7»  edizione  riveduta  e 

ampliata,  di  pag.  260  con  103  incisioni   .       .       .       .    5  5f > 

Falsami,  e  paraftfuiuuliul,  ai  o.  Canestrini,  di  pag. 
Tlli-166  (2*  edizione  in  corso  di  stampa). 

F*»>nart»f  manv<>r<H*cl  e  voien«»-«l.  d*  F.  Catara, 

2*  ediz.  ampliata,  di  pag.  254  con  56  tavole    .        .        .  15  — 

Pareilu.  Allevamento    e     «imnacsiramemo,    di    G.  LlG- 

SIARDBLLI,  di  p.  XII-172  e  39  flg 2  60 

Funzioni  Analitiche,  di  G.  Yivantk,  di  p.  vin-432     4  56 

F «razioni  ellittiche,  di  E.  Pascal,  (in  ristampa). 

Fanzlonl   poliedriche   e    modulari,    ai    ti.  Vl- 

TAWTl,  di  p.  VIII-437 4  5& 

Oalvanluazlone,  pulitura  e  vernici» torà 
del  metalli,  di  F.  Werth,  3»  edizione  rifatta,  di 
pag.  xx  vn-700,  con  309  incisioni 9  - 

Uaivanopia^tlca  In  rame,  argento,  oro»  ecc. 

di  F.  Wkrth,  2»  ediz.,  di  p.  xiv-333,  con  167  ine.       .    5  — 

«alvanostegla,  di  I.  Ghkrsi.  9»  ediz.,  rifatta  da  P. 
Contkr,  di  p.  xii-383  (in  ristampa). 

Garofano  (Dianthus).  Coltura  e    propagazione,   di  G. 

Girardi  e  A.  Nonin,  di  p.  vi-179,  con  98  ine.  e  2  tav.    2  5» 

Gastronomo  moderno  (II),  di  E.  Borgarello,  con 

200  Menus,  di  p.  vi-411  ...  ...35» 

Gaz  Illuminante  (Industria  del),  di  V.  Calza  vara, 
di  p.  xxxn-672  e  375  fig.  (esaurito) 

Gelati,  dolci  freddi,  hlhlte  refrigeranti,  con- 
serve di  frutta,  di  G.  Ciocca,  di  pag.  xix-220 
con  146  illustrazioni        ...  ..45$/ 

Gelsicoltura,  di  D.  Tamaro,  2»  ediz.  (in  ristampa). 

Geografia,  di  G.  Grò  ve,  trad.  di  G.  Galletti.  2*  ed., 

di  p.  xn-160  e  26  fig I  56 

Geografia  classica,  di  H.  Tozer,  trad.  di  I.  Gen- 
tile, 5»  ediz.,  di  p.  iv-168 I  » 

Geografia  commerciale  economica  univer- 
sale, di  P.  LaNzoni,  5*  ediz.  (in  ristampa). 

Geografia  economica  sociale  d'Italia,  di  A. 

Mariani,  di  p.  xxvm-477  .       .       .       .       .       .4  5© 

Geografia  fisica,  di  A.  Geikie,  trad.  di  A.  Stoppani, 
8*  ediz ,  di  p.  iv-132  e  20  ine.  (esaurito). 

Geologia,  di  A.  Geikie,  trad.  di  A.  Stoppani,  5»  ediz., 

a  cura  G.  Mercalli,  di  p.  xn-180  e  49  ine.        .       .        .    3  - 

Geologo  (II)  In  campagna  e  nel  laboratorio, 

di  L.  Sbouenza,  di  p.  xv  305  3  - 

Geometria  analitici*.  I.  T)  metodo  delle  coorti  iato, 

di  L.  Berzolari,  2a  ediz.,  di  pag    510  con  51  ine.      .    9  — 
Geometria  analitica»,  11.  Curve  e  superficie  ael  se- 
condo ordine,  di  L.  Berzolari,  di  pag.  «fòt,  con  19  ine    3  — 
Geometria  descrittiva  (Elementi  di),  di  C.  Ra- 
msllktti,  di  pag.  xn-197,  con  141  incisioni  (in  risi.). 
Geometria  descrittiva  (Applicazioni  di),  di  C.  Ha- 

mk&lstti,  di  pag.  xii-201,  con  133  figura  .    3    - 
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Geometria  d<*«icrit*lva  (Metodi  della),  di  G.  LORIA, 

2a  ediz.  di  p.  373  con  121  figure I  — 

—  vedi .  Poliedri,   curve  e  «superficie,  di  G.  Loria,  dì 

p.  xvi-231 i  _ 

Geometria  elementare  (Complementi),  di  G.  Ala* 

sia,  di  xv-244  e  117  fig I  5t 

geometria  e  trigonometria  della  sfera,  dfl 

C.  AlaSIa,  di  p.  viu-208  e  34  fig |  51 

Geometria  metrica   e   trigonometria,   di  S. 

PlNGHERLE    8*   3dÌZ.,  di   D.  IV-160 S  — 

Geometri»  pratica,  dì  £.  Erede,  4'  ediz.,  di  p.  xvi- 

258  e  34  ine.  .  i  58 

fieometrla    proiettiva     del    plano    e    della 

stella»  di  F.  Aschikri,  2*  ediz.  (esaurito). 
Geometria  projettiva  dello  spazio,  di  F.  A- 

Sghieri,  2*  eaiz.,  di  p.  vi-264  e  16  fig |  St 

Geometria  pura  elementare,  di  S.  PlNCHERLl, 

8»  ediz.,  di  p.  vni-176,  con  121  fig 3  — 

Geometria  elementare  (Esercizi),  di  S  PlNCHERLB, 

2a  ediz.  di  p.  vm-136,  con  50  fig I  51 

Geometria  elementare.  Problemi  e  metodi   per 

risolverli,  di   I.  Ghersi,  2a  ediz.  con  311  problemi  ■ 

esercizi,  di  pag.  vi -271  e  185  figure 2  58 

deeu  (Vita  di),  di  L.  Asioli,  2*  ediz.  riveduta,  eon  una 

carta  topografica  della  Terra  Santa,  di  pag.  xn-253  .  4  — 
Giacimenti  minerali    e  acque    sotterranee 

(Ricerca  dei),  di  M.  Grossi,  di  pag.  xvi-380 .  .  .  4  58 
Giardiniere  (Il  libro  del),  di  A.  Pucci,  2  volumi: 

I.  Il  giardino  e  la  coltura  dei  fiori.  2»  ediz.,  di  pa- 
gine Xl-317  e  144  incisioni  (in  ristampa). 

II.  La  coltivazione  delle  piante  ornamentali  da 
giardino,  2»  ediz.,  di  p.  vin-325  e  186  ine.  .       .    5  - 

Giardino  Infantile,  di  P.  Conti,  di  p.  iv-213  e  27  iav.    8  — 

Ginnastica  (Storia  della),   di   F.  Valletti,   di  pag. 

vin-184* |  58 

Glnnastlcn  femminile,  di  F.  Valletti,  di  p.  ri-11 
e  67  fig   (in  ristampa). 

Ginnastica»  «*»   camera,  da   scuola   e  pale- 
stra, di  J.  Gelli,  2*  ediz..  di  p.  vm-168,  con  253  Uff.    2  50 
ioiellerla,  oreficeria,  Oro,  argento  e  platino  —  v.  al 
singoli  titoli:  Orefice  -  Leghe  metalliche-  Metallurgia 
dell'oro   -  Metalli  prez.       Saggiatore  -  Tav.  alligaz. 
Giuochi  —  vedi:  Biliardo  -Dama -Tennis  -  Scacchi. 

Giuochi  ginnastici  per  le  scuole  e  per  il 
popolo,  di  F.  Gabrielli,  2*  ediz.,  di  pag.  xxm-217 
con  24  illustrazioni ...  ...  .    2  SS 

«Giuochi  sportivi.  (Calcio  (Foot-Ball)  -  Rugby  -  Water- 
Polo  -  Pallone  -  Palloncino  -  Tamburello  -  Tennis  - 
Hockey  -  Trucco  -  Pilotta  -  Sfratto  -  Gol!  -  Kriket  e 
Vigoro  -  Bigliardo  -  Bocce),  di  G.  Franceschi.  2a  ediz. 
interam.  rifatta  del  Manuale  "  Il  giuoco  del  Pallone  e 
gli  altri  affini  „  di  p.  xn-180,  con  31  illustrazioni.       .    8  5S 

«tarato  'Manuale  del),  di  A.  Setti,  2»  ediz.,  ai  p.  260      2  58 

Giurisprudenza  —  vedi:  Amministrazioni  comunali  - 
Avarie  •  Camera  di  Consiglio  -  Codici  •  Conciliatore 
.  rimatore  F«illm«nt!  -  r>iff»«to  rurftto  -  U>mt»w»la  - 
Finanze  -  Giurato  -  Giustizia  -  Leggi  -  Legislazione  - 
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Mandato  commercialo   -  Notaio  •   Psicopatologia  la* 

Sila  -  Polizia  giudiziaria  -  Prontuario  tecnico  legista- 
vo  •  Ragion.  -  Socialismo  -  Strade  terr.  -  Testamenti. 

Gfimstlzla   amministrativa  (Principi   fondamen- 
tali ■  procedura),  di  G.  Vitta  (esaurito). 
Glicerina  —  vedi  :  Candele. 

Glottologia,  di  G.  De  Gregorio,  di  p.  xxxn-318        .    s  — 

Gnomonica*  L'orologio  solare  a  tempo  vero,  di  G.  Bot- 
tino Barzizza,  p.  viii-199,  33  ine.  (sost.  il  La  Lbta)      .    2  SS 

GwmaKse,  Resine,  Gommo-reslne  e  Balsami) 

di  L.  Settimi,  di  p.  xvi-373  e  17  fig 4  56 

Grafologia,  di  G.  Lombroso,  (esaurito). 

Grammatica  albanese,  di  V.  Librandi,  p.xvi-200    3  — 
grammatica  albanese  —  vedi  Albanese  parlato. 

Grammatica  catalana  con  esercizi  pratici  e  Di- 
zionario di  G.  Frisoni,  di  pag.  xxiv-279       .       .       .    3  — 

araatmatlca  croato-serba,  G.  ANDROVic,(esaur.) 

iraatuatlca  danese>norveslana,  di  G.  Fri- 
soni, dì  p.  XX-488  .  .  ...    4  56 

Grammatica  ebraica,  di  I.  Levi  fu  I.  2*  edizione, 

di  pag.  iv-200  2  68 

Grammatica  egiziana   antica,  gerogllflcai 

di  G.  Farina  di  p.  viii-185       ....  .    4  50 

Grammatica  francese,  G.  Prat,  5a  ed.,  di  pag.  232    3  — 

Grammatica  galla  (Oromonica),  difi.  Viterbo,/  voi. 

I.  Galla-Italiano,  di  p.  vm-152 2  SS 

II.  Italiano-galla,  di  p.  lxiv-106         .       .      .      .    2  69 
Grammatica  greca,  di  V.  in  ama,  2*  ed.  (in  ristampa) 
Grammatica  del   greco-moderno,    di  R.   Lo- 

VERA,  2»  ediz.,  di  p.  vi-220  (in  ristampa). 

Grammatica  Inglese,  L.  Pavia,  4»  ediz.  di  pag.  288     3  -~ 

Grammatica  Italo-Araba  con  vocabolario  com- 
parativo tra  l'Arabo  letterario  e  il  Dialetto  libico,  di 
G.  Scialhub,  di  pag.  xvi-389      .       .       .       .      ,.       .    7  — 

Grammatica  Italiana,  di  C.  Conca  ri,  rifatta  da  G. 
B.  Marchesi,  4*  ediz.,  riveduta  e  corredata  di  eser- 
cizi di  applicazione  del  Prof   D   Ferrari,  dip.  vm-201    3  — 

Grammatica   Italiana  (Regole  ed  esercizi  di),  per 

le  icuole   (MMMMlwrle,  di  1>.  r  ììkkaki,  2»  ediz.,  di  p.272    3  — 

Grammatica  latina,  L.  Valmaggi,  2*  ea.  (in  risi) 

Grammatica  magiara,  di   A.   Alt-Belfaokl,  di 

p.  XIX-S32 3  - 

Grammatica  olandese,  di  M.  Morgana,  p.  vin-224    3  — 

Grammatica  persiana,  A   De  Martino,  p.  vi-207    3  — 

Grammatica  portoghese-brasiliana  ,  di  G. 
Frisoni,  3»  ediz.,  di  p.  xvi-356 3  ss 

Grammatica  provenzale,  di  E.  Portal,  di  pa- 
gine vni-233    .        . .     I  SS 

Grammatica  della  lingua  romena,  R.  Lovera, 
8»  ed.  con  l'aggiunta  dM  m  delli  di  lettere  e  di  un  vo- 
cabotano  d«Ùe  voci  più  usuali,  di  pag    vm-211  .       .    2  58 

Grammatica  russa  di  Voinovich  (esaurito). 

—  vedi  anche:  Lingua  russa  -  Vocabolario  russo. 

Grammatica  serba  di  B.Guyon,  di  pag.  624        .        .  52  50 

Grammatica  slovena,  di  B.  Gito  a,  2»  ediz.  am- 
pliata, di  oaa.  S63    .  •        .    E  SO 

Grammatica  somala.  Elementi  di  Somalo  e  di  Eì- 
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Suahili  parlato  al  Benedir,  di  E.  Garcoforo  di  pa- 
gine vm-154 2  59 

Grammatica  spagnuola,  di  L.  Pavia,   4»  ©di?;., 

di  ;  ag   243 3  - 

Clramiuailca  storica  della  lingna  e  del  dia- 
letti Italiani,  di  F  D'Ovidio  e  G.  Mkyer-Lubkc, 
trad.  di  E.  Poicarf  2a  ediz.  di  pag.  312     .       .       .       .    6  50 

Grammatica  svedese,  di  E    PaROLI,  di   p.  xv-293    8  — 

Grammatica  tedesca,  L.  Pavia,  4a  ed.  di  p.  xx-296    3  — 

Grammatica  turco-osmanli,  di  L.  Bonelli,  di 
o      ui-20fi  (esaurita). 

Granicoltura,  con  un'appendice  riguardante  il  Fru- 
mento "Carlotta  Strampelli,,  di  A.  De  Rosa,  di  pa- 
gine xii-300  con  24  illustrazioni 7  59 

GrMvttazIuue*  &pie&a£ioue  aeile  perturbazioni  solari, 

di  G.  B.  Airy,  trad.  F.  Porro,  di  p.  xxn-176  e  50  fig.    IH 
Srecia  antica  -  vedi:  Antichità  greche  -  Archeologia  - 
Atene   -   Cultura  greca    -   Mitologia  greca  -  Moneto 
greche  •  Storia  antica. 
Qlreco  moderno  —  vedi:  Conversazione  ital. -neoellenica 
-  Crestomazia  -  Grammatica     Dizionario. 

Grappi  continui  di  trasformazioni,  di  E.  Pa- 
scal, di  p.  xi-378  .  3  5» 

Guida  numismatica  unlver««j«»,  di  F.  Gnec- 
chi,  4»  ediz.,  di  p.  xv-612  (in  ristampa). 

Humus.  Fertilità  e  igiene  dei  terreni,  ai  A.  Casali,  di 

p.  xvi-210 2  — 

Idraulica,  di  E.  Zeni,  2"  ediz.  rifatta  del  Manuale  di 
T.  Perdoni,  di  p.  xxxi-480,  290  fig.  (in  ristampa). 

—  vedi  :  Fondaz.  terrestri  e  idrauliche  -  Sistema*,  torrenti. 

3f9*>stcgftoa  fluviale,  di  A   v' appiani,  p.  xt-259.  92  fi*.    4  58 

Idraulica    fluviale    pratica  con   esempi,  di 

A  Viappiani,  di  pag.  343,  con  120  incisioni    .        .        .    8  5G 

3drot>luio^ia  applicata,  di  F.  Supino,  di  pag.  290 

con  134  incisioni 3  50 

Idroterapia,  di  G.  Gibelli,  di  d.  Iv-238  e  30  ine.       .    2  — 

igiene  della  bocca  e  del  denti,  di  L.  COULLIAUX, 
di  p.  xv j-330  e  23  fig.  (in  ristampa). 

felene  del  lavoro,   di  A.   Trambusti  e   G.  Sana- 

RBLLI,  di  -p.  vni-262  e  70  ine 2  5C 

Sflrlene  della  mente  e  dello  studio,  di  G.  Anto- 

f^LLI    HI  P    TXITT-410  .  .  ...     3  58 

Igiene  dell'orecchio  e  profilassi  della  sor- 
dita, di  S.  Monselles,  di  pag.  145 4  58 

I&leue  ospedaliera,  ai  L.  ivi.  Bulli  : 

Voi.  I.  •  Costruzioni  degli  Ospedali-Ospizi  e  stabi- 
limenti affini,  di  pag.  vii  -503,  con  253  incisioni    .        .    6  66 

Voi,  II.  -  Ordinamento  dei  servizi  negli  ospedali, 
di  pag.  366,  con  167  incisioni  .        .  .    5  — 

Sjglene  della  pelle,  di   A.  Bellini,   (in  ristampa . 

Igiene  del  piede  e  delta  mano»  Pedicure  e  ma- 
nicure, di  G.  Antonelli,  di  p.  xvi-459  e  33  fig.  .        .    5  56 

galene  della  vita  pubblica  e  privata,  di  G. 
Faralli  (in  ristara  ah 

fgglene  privata  e  medicina    popolare,   di  C, 

Bock.  3*  ciiz.  ital.  di  G.  Galli,  di  pag.  xvi-303    .       .    3  St 

ISleae  rurale,  di  A.  Carraroli,  di  p.  x-470  .    4  56 
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Bacie  Re  scolastica,  di  A.  Rrpossi   2»  ediz..  n.  iv-246    2  — 

Igiene  della  scuola  e  dello  scolaro,  di  M.  Ra- 
gazzi, di  oa«    tii>3«6  4  6| 

Igiene  sessuale  ad  uso  del  giovani  e  delle 

scuole,  di  G.  Franckschini,  2*  ediz.  di  p.  xn-192    3  58 

Igiene  del  sonno,  di  G.  Antonelli,  di  p.  vi-224      .    3  — 

Igiene  veterinaria,  di  U.  Barpi,  di  p.  vin-221        .    2  - 

Igiene  della  vista,  di  A.  Lomonaco,  di  p.  xn-272  .    2  SI 

Igienista  (Manuale  dell'),  ad  uso  degli  Ufficiali  sanitari, 
studenti,  ecc.,  dei  dott.  C.  Tonzig  e  G.  Q.  Ruata,  di 
p.  XII-374  e  243  fig.        .        .  .        .        .        .        .    6  - 

Igroscopi,  Igrometri,  umidità  atmosferica* 

di  P.  Cantoni,  di  p.  xn-142  e  24  fig I  51 

Illuminazione  elettrica.  Impianti  ed  esercizi!,  di 
E.  Piazzoli,  6*  ediz.,  p.  xu-955,  468  fig.  (in  ristampa). 

Imbalsamazione  umana,  di  F.  Dì  Colo,  di  p.  x- 

174  e  15  Sg 2  60 

—  Tedi:  Naturalista  preparatore. 

Imbianchino  decoratore,  D.  Frazzoni,   p.  x-193    3  50 

Im  juoiieri,  neurotterl,  pseudoneurotterl. 
ortotteri  e  rlncotl,  di  E.  Griffini,  di  p  xn, 
687  e  243  fig ...  4  SO 

Imitazione  di  Cristo,   di  G.  Gersenio,  volgarizza- 
zione di  C.  Guasti  e  note  di  G.  M.  Zampini,  2*  ediz. 
di  pag.  l-462    (in  ristampa). 
Imitazioni  —  vedi  Proaotu  e  procedimenti  nuovi. 

Immunità  e  resistenza  alle  malattie,   di  A. 

Galli- Valerio,  di  p.  vni-218  I  59 

Impianti  elettrici  a  correnti  alternate,  di 
A.  Marro.  3*  ediz.,  di  na«.  xlviii-862,  con  379  inci- 
sioni e  81  tabelle  (in  ristampa) 

Imposte  dirette.  Riscossione,  ecc.,   di  E.  RRUNI,  di 

p.  vin-158 .    I  50 

Incandescenza  a  f?az.  Fabbricazione  reticelle,  di 

L.  Castellani,  di  p.  x-140  e  33  ine 2  — 

Inchiostri  da  scrivere,  R.  Guareschi,  p.  vni-162    3  SO 

Industria  frigorifera,  di  P.  Ulivi,  2»  ediz.,   di  p, 

Xvi-272  e  74  fig 4  - 

Industria  dei  saponi  —  vedi  :  Saponi. 

Industria  tartarica,  di  G.  Ciapetti,  di  p.  xv-276 

e  52  fig S  - 

Industria  tessile.  Analisi  e  fabbricazione  dei  tessuti 
tinti  in  filo  e  Unti  in  pezza,  ai  F.  Fachini,  di  pagina 
xn-211.  con  30  incisioni        ....  .        .    2  50 

Industria  tintoria,  di  M.  Prato,  p.  xxi-292,  e  7  fig.    4  58 

Industrie  (Piccole),  di  I.  Ghersi,  3»  ediz.,  di  p.  xn-388    4  5f 
Infanzia   -  v.  Rachitide  -  Malattie  dell'  -  Giardino  Infan. 

-  Nutrizione   -  Ortofrenia  -  Posologia  •  ->«  domuto. 
Infermieri  (Istruzioni  per  gli)  —  veti. .  assistenza. 
Infezione  -  vedi:  Disinfezione  -  Medicatura  antisettica. 

Infortuni  sul  lavoro.  (Mezzi  tecnici  per  prevenirli, 

di  E.  Magrini,  di  pag.  285  con  257  incisioni.  .    3  — 

Infortuni  In  montagna.  Manuale  per  gli  alpinisti, 

di  O.  Rrrnharo,  trad.  R   Curti.  di  p.  xvu-60,  e  55  tav.    4  W 

tna-Asn»*^   civilo     «k  |n«ln«i*flt«lA    fM«»n*lo   dmìV) 

di  G.  Colombo,  con  la  collaborazione  dei  Proif.  Ingg. 


i..    «• 

G.  I.  Azimonti,  M.  Baroni,  G.  Belluzzo   e   G.   Semenza 
#07«  a  115°  migliaio),  di   pag.  560,  con  259  fig.  e  7  tav.  \2  5fJ 

—  id.  Edizione  speciale  su  carta  oxford       .       .        .        .15  — 

ftigeguere  custrutlur«  aui«>e«-M«ifl«*o.  di  G.  MA- 
LA VASI,  3'  ediz.    dì  pag.  zxxiv-862  (in  ristampa). 

Ingegnere  elettrleflwt»-,  di  A.  Mahku,  2*  ediz.,  di 
xxxv-862  e  254  flg.  (in  ristampa). 

Ingegnere  navale,  di  A.  Giunoni,  di  pag.  324  e  56  flg.    5  58 

Insegnamento  dell'Italiano,  di  G  Trabalza,  di 

p.  XVI-254 I   58 

Insetti  dellecase  e  dell'uomo  e  malattie  che  dif- 
fondono, con  riguardo  al  modo  di  difendersene  nelle 
città,  nelle  campagne,  al  fronte,  di  A,  Bbrlbsb,  p.  xn- 
293,  con  100  ine 4  58 

Insetti  nocivi  all'  agricoltura  e  alla  selvi- 
coltura, di  G.  Craveri,  di  pag.  x-481,  con  229  fig.    5  — 

Insetti  utili,  di  F.  Francksghini,  p.  xii-160  (esaurito). 

Interesse  e  sconto,  di  E.  Gagliardi,  (in  ristampa). 

Invecchiamento  artificiale  del  vlul,  aceti  o  spi- 
riti di  A.  Dcrso-Pennisi,  di  pag.  185,  con  35  ine.  .    2  58 

Inventore  (Guida  dell'),  dì  I.  Ghersi.  Consigli,  istru- 
zioni, leggi,  di  pag.  xn-511 5  — 

Invenzioni  utili  (Piccole),  di  S.  PaolettJ     •  p.  xvi- 

252  e  156  fig .        .        .    3  58 

Ipoteche  (Man.  per  le),  di  A.  Rabbeno   -n  ristampa). 

Islamismo,  di  I.  Pizzi,  di  p.  vm-494        .       .       .        .    3  — 

Italia  dialettale  di  G.  Bertoni,  di  pag.  257  .       .       .    4  58 

Ittiologia  Italiana,  di  A.  Gripfini,  di  p.  487  e  244  fig.    5  58 

lacche  (Le),  di  G.  Molon,  di  pag.  vm-247,  con  53  ta- 
vole in  nero  e  8  colorate  6  58 

Laminazione  del  ferro  e  dell'acciaio,  di  M. 

Balsamo,  di  p.  vni-139,  50  fig.  e  5  tav.  .        .        .    3  50 

Laterizi,  di  G  Revere,  di  p.  xn-298  (in  ristampa). 

Latino  volgare  (II),  di  C  H.  Grandgent,  traduzione 

di  N.  Maccarone,  di  pag.  xxiv-298 3  — 

Latte   e   latterie    sociali   cooperative,   di   E. 

Reggiani,  di  p.  xn-444,  con  96  fig 5  — 

Lavorazione  del  metalli,  di  G.  Arpesani,  2»  ediz. 
rinnovata,  di  pag.  xvi-ii03,  (in  ristampa). 

Lavorazione  del  |o«nnml.  di  C  Arpesani,  2*  ediz. 

di  pag.  vin-161,  con  181  incisioni 3  60 

Lavori  femminili,  di  X.  e  i*.  ODDONE,  di  p.  VIII-543, 

822  ine.  e  48  tav. 7  — 

Lavori  femminili  —  v.  Abiti   per  signora    Biancheria 
-  Macchine  da  cucire  -Monogrammi  -  Trine  a  fuselli. 

Lavori  marittimi  e  Impianti  portuali,  di  F. 

BasTIani,  di  p.  XXIII-424,  con  209  fig 8  58 

Lavori  In  terra,  di  B.  Leoni   di  p.  xi-305  •   38  fig.    3  — 

Lavoro  donne    e    fanciulli.   Legge,   regolamento 

con  note  d*  E.  Noseda,  di  p.  xv-174        .        .       .       .    I  50 

Lawn-Tennts  —  vedi  :  Tennis. 

Lectures  francalses  et  themes  Itallens,  di 

J.  Prat,  di  pag.  vi-158  '58 

legatore  di  libri,  di  G.  G.  Giannini,  2*  ediz.  am- 
pliata, di  pag.  263,  con  27  tavole  di  cui  2  a  colori       .    S  50 

Legge  comunale  e  provinciale»  annotata  da 
B.  Maxzoccolo.  7»  «dia.  (in  corso  di  stampa). 
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Legge  elettorale  politicai  (La  nuova),  accurata» 

mente  riveduta  sul  testo  ufficiale 0  56 

Legare     sugli    Infortuni    ani    lavoro»   di  A. 

Salvatore,  di  p.  312 3  — 

Legge  sul  lavori  pubblici  e  regol.»  di  L.  Fram* 

chi,  di  p.  iv-iiO-XLVin  (esaurito). 
&esi?e  Notarile  (La  nuova)  e  Regolamento  Settembra 

1914,  commentata  da  E.  Bruni,  di  pag.  xn-571       .        .    4  SS 
Legge   sull'ordinamento  giudiziario,   di   L. 

Franchi,  di  p.  iv-92-cxxvi I  SO 

SLeaitende  popolari,  di   E.   Musatti,   3»   ediz.,   di 

p.  vni-181 I  SS 

Leggi  —  vedi  :  Codici. 
Leggi  «alla  sanità  e  slcur<>ua  pubblica*  di 

L.  Franchi,  di  p.  iv-108-xcii  (esaurito). 
Leggi  sulle  tasse  di  registro   e    bollo,    di   le 

Franchi,  di  p.  iv-124-cn  (esaurito). 
Leghe  metalliche  ed  amalgame»  di  I.  Ghersi, 

2*  ediz.,  di  p.  xii-433  e  22  figure 5  58 

Legislazione  agraria  Italiana  Codice  della)  di 

E.  Vita,  di  pag.  xxvn-718 I  — 

Legislazione  sulle  acque,   di   D5    Cavallkri,  di 

p.  XV-274 2  50 

Legislazione  rurale,  di  E.  Bruni,  3»  ediz.,  di   p. 

XII-450 4  50 

Legislazione  sanitaria  Italiana»  di  E.  Nossba, 

di  p.  viij-570 i  — 

Legnami  Indigeni  ed  esotici.  Usi  a  provenienza, 

di  O.  Fogli,  di  p.  vin-197,  con  37  fig.    .       .       .       .    2  50 
Lepidotteri  Italiani»  di  A.  Griffini,  di  p.  xm-248, 

con  149  fig .    8  — 

Letteratura  albanese»   di  A.  Stratigo,    di   pag. 

xxiv-280 3  — 

Letteratura  americana,   di  G.   Strafforbllo, 

di  p.  158 I  50 

Letteratura  araba,  di  I.  Pizzi,  di  p.  xil-388  .  .  8  — 
Letteratura  assira,  di  B.  Teloni,  di  p.  xv-266  8  — 
Letteratura  bizantina  (Storia  della)  (324-1453)  di 

G.  Montklatici,  di  pag.  viii-292 8 

Letteratura   drammatica,  di  C.  Levi,   di  pag. 

XII-339 4  50 

Letteratura  ebraica,  2  volumi,  di   A.  Revbl,   di 

p.  364 8  - 

Letteratura  egiziana»  di  L.  Briguuti,  (in  lavoro). 
Letteratura  francese,  dalle  origini  ai  nostri  giorni, 

di  G.  Padovani,  di  pag.  xx-525 4  50 

Letteratura  e  crestomazia  giapponese,  di 

P.  Arcangeli,  di  pag.  xvi-299 8  58 

Letteratura  greca,  di  V.  In  ama,  18»  ediz.  ampliata 

ed  in  parte  rilatta  da  D.  Bassi  e  E.  Martini,  p.  xvi-318    S  — 
Letteratura  Indiana»  di  A.  Dk  Gubsrnatis,  di  ». 

vm-169  (esaurito). 
a*«teratura  Inglese»  di  W.  A.  Laiko  e  I.  Coan.  di 

pag.  vm-208 8  — 
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&ott«ratnra   Italiana,   d    G    ?bnini,    6*   ediz.   si 

fatta  da  V.  Ferrari,  di  p.  xn-268  (in  ristampa), 
^«tteratara    Italiana    iiid>a«rna   e   cunteae» 

p»ranea,  di  V.  Fkrraki.  3»  ediz.,  di  p.  TIII-340    .    8  — 
lrtii(«raiara  Italiana.  Insegnamento  pratico*  di  A 

Di  Gbakinoni,  di  p.  XIX -336  ....  8  — 

letteratura  norvealana,  di  S.  CONSOLI,  di  p  288    I  58 
letteratura  persiana,  di  I   Pizzi,  di  p   x-208  I  81 

^Letteratura  proveniate  moderna,  di  E.  Por- 

TAL,  di  p.  Xvi-221  ...  ....    I  51 

^etteratnr»  «•o«nnna,  di  F.  Ramorino,  8*  ediz.  di 

p.  yiii-349  (in  ristampa). 
letteratura  ruu««sua,  di  R.  Lovkra,  di  p.  x-199  .    I  50 
letteratura   spacnnola,   di    B.   Sanvisbnti,   di 

p.  Xvi-202  ...  8  — 

letteratura  tedesca,  di  O.  Langk,  5»  ediz.  ital.  di 

R.  Minutti  (in  ristampa). 
letteratura  ungherese,  di  Zioany-Arfad,  di  p. 

XII-205  .  .        .  ...  I  58 

letteratura  universale,  di  P.  Parisi,  di  pag.  889    8  — 
letterature  slave,  di  O   Ciappoli,  2  voi. 

I.  Bulgari  Serbo-Croati   Jugo-Rusal   di  p.  it-144        I  50 
lì   Russi   Polacchi   Boemi,  d<  p.  n  -142  I  58 

O  fruite,  legno  e  torba,  di  G.  Malatbsta  e  G.  Guar- 

dabassi,  di  pag   406,  con  92  fig.  nel  testo.       .  .    7  50 

Letturu  delle  carte  cupo^ruOctae,   di  A.  Fb*- 

rari,  di  pag.  xn-365,  con  98  incisioni  e  10  tavole       .    6  50 
»  fmnologla.  Studio  dei  laghi,  di   G.  P.  Magrini,  di 

p    xv-212  e  53  fig.  8  — 

Ungila  cinese  parlata,  di  F.  MaonaSCO,  di  p.  1S0    2  — 
■diurna   giapponese   parlata,   di  F.  Maonasco 

di  p.  xvi-110  .        .  ...  .  2  58 

8LI  -jgua  gotica,  di  S.  Fribdmann,  di  p.  xvi-833  t  - 

jUBgua  italiana  —  vedi:   Arte  del   dire   -   Corrispon- 
denza -  Dialetti  -  Enciclopedia  Hoepli  -  Figure  gram- 
maticali -  Grammatica  -    Insegnamento  d.  italiano  - 
Italia  dialettale  -  *So>  iologla  -  Ortoepia  -   Retorica   - 
Ritmica  -  Verbi  italiani  -  Vocabolario  ital. 
Lingua  latina  —  vedi  :  Abbreviature   latine  -  Ape  la- 
tina •  Epigrafia  -  Esercizi  -  Filologia  classica  -  Fono- 
logia •  Grammatica  -  Latino  volgare  -  Letteratura  ro- 
mana -  Metrica     Sinonimi  iat.  •  Verbi. 
Lingua  russa*  Grammatica  ed  esercizi,  di  P.  G.  Spb- 

«andeo,  4*  ediz.  di  p.  IX-274    ....  .     4  — 

vedi  :  Vocabolario  russo  «  italiano 
SLinsiii;»  Mpa^nuola,  Cinquanta  lezioni    pratiche,  di 

G.  Fui-soM,  di  pag.  ,00 9  5C 

&1&  ««t»*    ««-t«  a  inca,  ai  C.  Gust,  trad.  ai  A.  Da  Gu 

binati»,  di  p.  iv-110  .  ...  I  5f 

Lingue  germaniche  —  vedi:  Grammatica  danese-nor- 

veeiana,  inglese,  olandese,  tedesca,  svedese. 
Liu^u«  neo-elleniche  —  vedi:  Conversazione      Cresi® 

oaazie  -  Dizionario  greco  mod. 
Lingue  slave  —  vedi  Grammatica  croato-serba,  Gramma 
tica  slovena,  Grammatica  albanese,  L'albanese  parlato. 
.Lingue  neo-latine,  di  E.  Gorra.  (?*  ediz.  in  favore)* 
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Llraarue  straniere,  di  G.  Marcel,  trad.   di   G.  Da- 
miani, di  p.  xvi-136  .       .     I  58 
Linguistica    -    vedi   Grammatica  storica  della  lingua 
Figure  (Le)  grammaticali  -  Verbi  italiani.  * 

Liquoristi»,  di  A.  Castoldi,  2000  ricette  pratiche,  5' 

adi*,  ri  i  atta  del  Man.,  A.  Rossi,  pag.  xv?.7S1  «  19  Inc.    9  — 

Litografia,  di  G.  Doykn,  di  p.  vm-26l  fin  ristampa). 

»«v«U<,i:i.»n«>   nrntloH.  ii  K.  Vk^lto,  p.  A  -  g      2  — 

Locomobili  e  t ■*<>l*l»i:*t rici.   Note   per  Ispettori  e 

conduttori,  di  L.  Cei.  4»  ediz.  di  pag.  478,  con  246  ine.    9  50 

LoaiMriitui  4»  t»  tieciuiMii,  ai  o    ixiui^^&rx.,   13    ediz. 

a  cura  di  M.  Raina.  di  p.  xxxvi-ii>l      .  .    3  — 

Logica,    di  W.  .  Jkvons,  trad  G.  Cantoni,  5»  ediz.,  di 

p.  rill~156,  con  15  flg. .    I  SO 

Losrl'-a     ««♦«>■•»»«» tl<*a,  di   C.  BURALI-FORTI,  2»  ediz.     I  B0 
interamente  rifatta,  di  pag.  515 9  50 

Losiisiuu^raun)  ai  e.  uhiìssa,  4*  ediz.   con  note  dei 

prof.  A.  MUSETTI,  di  p.  xv-196         .        .       .        .        .     I  50 

Lotta  greco-romana  con  cenni  storici  sulla  Storia 
della  lotta,  di  A.  Cougnet,  di  pag.  vm-490  con  168  to- 
togn..e  di  celebri  lottatori  e  126  figure  nel  testo-       .    5  56 

Lott*  Ubere  moderne.  Svizzera.  Islandese,  Giappo- 
nese, Americana,  Turca,  di  A.  Cougnet,  di  pagine 
XXiv-223,  con  190  incisioni 3  50 

Luce  e  colori,  di  G.  Bellotti.  (2*  ediz.  in  lavorot. 

Luce  e  suono,  dì  fi,  Jones,   trad.  di  U.  Pomari,  di 

p.  viii-336  e  121  ine.      .        .  .        .        .        .       .    3  — 

Luce  e  salute.  Fototerapia  e  radioterapia,  di  A.  Bel- 
lini, di  p.  XH-362  e  65  hi? 3  50 

Macchine  e  caldaie  (Aitante  di).  S.  Dinaro,  di  pa- 
gine xv-80,  con  112  tav.  e  170  fig.  (in  ristampa). 

Macchine  (Il  montatore  di)  di  S.  Dinaro,  2*  ediz.  di 

p.  xvi-502  e  6?  meis.  4  — 

Macchine  agricole,  ad  uso  degli  agricoltori,  di  A. 
Cencelli  e  G.  Lotrionte.  2a  edizione  rifatta,  di  pa- 
gine xxiv-803  con  370  figure 16  5© 

Macchine  elettriche  -  vedi  Avvolgimenti  delle. 

ìfc«fto<cul**e  i#«sir  cucire  «e  *••  -  .*»»<«-••>.  ai  «..  GALAS- 
SII*], d    p.  vn-230  e  100  fiR    (in  ristampa). 

Macchine  utensili   moderur    Ki  ^oolemi  pratici 

delle),  di  S.  Dinaro,  di  pag.  xvi-157       ...  3  50 

Mac«*t«fne  a    vapore  e  Turbine  a   «anore.  di 

H.  Haeder  e  E.  Webber.  2a  ed.  ital.,  p.  xx-627  e  1822  incis.  10  — 

&ftat«7i-K>  .-*«-*»,«*  e  tui-ulsta,  ai    o     >im        k  u 

ria   15*  ed.  rifatta  da  C.  Mala  vasi,  di  p.  502,  con  249  ine     8|5© 

Macchinista  navale  e  Costruttore  Mecca- 
nico di  E.  Giorli,  2*  ed.  rilatta,  di  pag.  591  e  350  fig.  10  50 

Macelli    moderni.   Conservazione   delle  carni,  di  r. 

A.  Pesce    di  p.  xv-510  e  73  flg.  6  5© 

Madreperla*  Suo  uso  nella  industria  e  nelle  arti,  di 

E.  Orilia,  di  ».  vm-258,  40  fig.  e  4  tav 4  50 

Magnetismo  ed  elettricità,  di  F.  Grassi,  4»  ed., 

di  d.  xxil  878,  con  398  fig.  e  6  tav 9  — 

Magnetismo  e  Ipnotismo,  di  G.  Belfiore,  5*  ed., 

li  pagine  vin-465 7  5* 

Maiale.  Razze,  riproduzione  allevamento,  di  E.  Mar- 
chi. 3»  ediz.  a  cura  C.  Pucci,  di  pag.  xvi-602  e  1C3  Inc.    7  se 
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sdalollche  e  porcellane*  di  L.  Db  Mauri.  2»  ediz., 

di  pag.  xiv-843,  con  430  mei*.,  43  tav    e  3500  marche  12  SO 

Mais  o  Kranutorco.   Coltivazione,  di  E.  Azimonti. 

2*  ediz.,  di  p.  xii-196  e  61  ine 2  60 

Malaria   e   risale   In   Italia»  di   G.  Ergolani,  d 

p.  vni-203  ....  2  — 

Malattie  dejs?ll  animali  utili  all'agricoltura, 

di  P.  A.  Pesce,  di  pag.  xn-oll 6  50 

Malattie  crittogamiche  delle  piante  erba- 
cee,  di  R.  Wolf,  trad.  di  P  fiaccarmi,  di  p.  x-2  B 
e  50  ine 2  — 

Malattie  dell'  Infanzia»  di  G.  Cattaneo,  di  pa- 
gine XII-506 4  — 

Malattie  infettive  degrll  animali,  di  U.  Fer- 
retti, di  p.  xx-582 4  60 

Malattie  del  la-voratori  e  Igiene  Industria- 
le, di  G.  Allevi,  di  p.  xn-421  .  3  60 

Malattie  mentali,  dì  L.  Mongeri,  di  p.  xvi-263  eoa 

26  tav. .        .        .    4  50 

Malattie  dell'  orecchio,  del  naso  *»  «f*»«~, 
Boia,  di  T    Mancioli,  di  p    xxm-540  (in  ristampa). 

Malattie    del   paesi   caldi,  di  C.  MU/.iu,  uà  »    ^». 

5S2,  con  154  fig.  e  11  tav 7  50 

Malattie  dell'»  o«»ii«».  di  G.  Frangbschini,  di  ps 
gtne  XYI-217  (in  ristampa). 

Malattie   del   polis  «*«  altri  volatili,  di  P.  A. 

Pesce,  di  p.  xvi-297  e  50  incis 3  50 

Malattie    del   sangue.   Ematologia     di   E.   Rbbu- 

Sohini,  di  p.  viu-432  ...  .  8  60 

Me l»tti«>    sessuali,  di  G.  Frangeschini,  4«  ediz.,  di 

pag,  312 ■  .  .        •    6  60 

Ma  Matite   e   alterazioni   del  vino,  di  &    Getto 

uni,  2*  ediz.,  di  p.  vm-380  e  15  fig.         .       .       .  8  — 

Malattie   del   vini.   Chiarificazione,  di   R.  Avbrna- 

Saccà,  di  p.  xn-400  e  23  fig.  8  60 

Mandato  commerciale,  di  E.  Vidari,  di  p.  vi  ir     I  60 

M  andollnlsta  Man.  del)  di  A.  Pisani  (2*  ediz.  is 
«orco  d    stampa). 

Maniscalco  pratico,  di  C.  Volpini.  Anatomia,  fer- 
ratura di  p.  xvi-398  e  193  fig.    .  .        .  6  50 

Manzoni  A.,  Cenni  biografici  di  L.  Bbltrami,  di  p.  109, 

con  9  autografi  e  68  ine-  .  .  I  50 

Mare  (II)' di  V    Bellio,  di  p.  iv-140  e  6  tav.    .  I  50 

Maria  (Vita  di),  di  L.  Asioli,  pag.  vin-202  .    9  - 

Marina  -  vedi:  Attrezzatura  navale  •  Bandiere  •  Capi- 
tano marittimo  -  Canottaggio  -  Ingegnere  navale  -  Filo- 
nauta -  Flotte  modem  -  Marine  da  guerra  -  Marino  - 
Nautica  stimata  -  Astronomia  nautica  -  Codice  di  ma- 
rina -  Avarie  e  sinistri  marittimi. 

barine  da  guerra  del    mondo  al  iHOTT,     I  L. 

D'  Adda,  di  p.  xvi-320  e  77  ili.  4  60 

Marino  (Manuale  del)  Militare  e  mercantile,  di  G.  Db 
Amezzaga,  2a  ediz.  con  appendice  di  E.  B.  di  Sema- 
fiora,  di  p.  vill-438,  con  18  silografie  .        .       .    5  —■ 

Marmista,  di  A.  Ricci   2»  ediz..  di  p.  xn-154  e  48  ine.    2  — 

Massaaalo,  di  R.  Mainoni,  p.  xii-179  (2«  ed    n  lavoro). 

*  aiematlca  attuariale,  di  0  Broooi,  di  ?.  xv-347    4  50 
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—  vedi  :  Scienza  attuariale. 

Matematici*  (Complementi  di)  ad  uso  dei  chimici,  di 
fi.  Vivanti,  di  p.  x-382  (in  ristampa). 

M «tematica  dilettevole  e  curiosa.  Problemi, 
Giuochi,  -ice.,  di  I.  Gthersi,  di  pag.  740  con  693  figure 
(in  ristampa). 
Batematlcne  -  vedi:  Aìeebra  -  Aritmetica  -  Astrono- 
mia -  Calcolo  Celeriniensura  -  Compensazione  er- 
rori •  Computisteria  Contabilità  •  Cubatura  -  Le- 
gnami Curve  -  Economia  matematica  -  Equazioni  in- 
tegrali -  Formolario  -  Gruppi  di  trasformazione  -  In- 
teresse -  Logaritmi  -  Logica  matematica  -  Ragioneria 

-  Storia  della  matematica  -  Trigonometria  -  Traccia- 
mento curve  -  Triangolazioni. 

Matematiche  «nperlorl  (Repertorio  di),  di  K. 
Pascal.  2  voi. 

I.  Analisi,  di  p.  x  vi- 542  (in  ristampa). 

II.  Geometria  e  indice  per  i  une  voi.,  di  p   950 
Materia  medica  moderna*  di  6.  Malagrida,  di 

p.  Xl-761  (esaurito). 
93aterle  «rasssie  (Industria),  1  grassi  e  le  cere,  di  S. 

Pachini,  di  D.   XIII-651 
Mattoni  e  pietre  di  sabbia  e  calce  (Arenoliti), 
di  E.  Stofflkr  e  ài.  Glasenapp,  con  aggiunta  di  G. 
Revere,  di  p.  viii-232.  85  dg.  e  3  tav.  (in  ristampa). 
Meccanica,  di  R.  S.  Ball,  trad.  I.  Benetti,  6*  ea.,  ri- 
veduta e  ampi,  da  C.  Ma  va  vasi,  di  p.  xvi-198  e  87  fig. 
Meccanica  ngrarla,  di  V.  Niccoli,  2  voi. 

I.  Lavorazione  del  terreno,  2*  ed.  di  p.  470  e  176  ine. 

II  Dal  seminare  al  oompiere  la  prima  mantnoia- 

ilone  dei  orodotti,  di  p    ui-426el75flg  (in  ristampa) 

Meccanica  applicata  (Man.  elem.  di)  di  F.  Massero, 

per  le  offic.  e  scuole  operaie  Pag.  xx-434  con  371  ine. 

Meccanica   Industriale   nelle  scuole   e   per 

l'officina,  di  S.  Dinaro,  2*  ediz.  di  p.  516  e  100  figure 

Meccanica  del  macchinista  di  bordo,  di  E. 

GlORLl,  di  p.  XIII-297  e  92  fig 

Meccanica  razionale,  d*  R.  Marcolongo,  2  voi. 

I.  Cinematica  -  Statica,  2»  ediz.  di  p.  xv-323,  con  32  ine. 

U    'Mn  «.mica-Idromeccanica,  2»  ediz.  di  p.  420,  con 

23  incisioni      ...  . 

Meccanica    Tecnologia)  -  v.:  Aeronautica  -  Aggiustatore 

-  Appr.  meccan.  -  Automobilista  -  Aviazione  •  Caldaie 

-  Chauffeur  -  Costruzioni  metalliche  -  Dinamica  -  Dise- 
g  latore  meccanico  -  Disegno  industriale  -  Fresatore  - 
ingegnere  civile  -  Ingegnere  costruttore  meccanico  - 
Lavorazione  dei  metalli  -  Locomobili  -  Macchine 
(Atlante  di),  (Montatore  di)  -  Macchine  utensili  -  Mac- 
chinista e  tuoemsta  -  Macchinista  navale  -  Meccanico 

-  Meccanismi  •  Modellatore  meccanico  -  Momenti  di 
Inerzia  -  Orologeria  -  Termodin.  -  Tornitore   meccan. 

^•"«•anlco  (TI),  di  E.  Gk>rlt  8*  ed-  t>ag  570  e  355  ine. 
Meccanico  chauffeur  —  vedi  Chauffeur. 

Meccanico  moderno  (guida  pratica  del)  di  A.  Mas- 
sknz.  Manuale  teorieo-pratico  ad  uso  dei  capi-officina 
ed  alunn*  dell*»  ««suole  ind.  e  d'arti  e  m^tieri,  mewa- 
jaici,  tornitori,  fabbri.  2»  ediz.  di  pag.  452,  con  414  ine 
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Medicamenti  —  vedi:  Diabete  melito  -  Droghe  -  Elio- 
terapia  -  Farmacista  -  Farmacoter.  -  Materia  med. 

-  Medicatura  -  Med.  d' urgenza  -  Med.  prat.  -  Posologia 
Prodotti  chimici  organ.  -  Rimedi  -  Sieroterapia    Sifilide 

-  Soccorsi  urgenza  -  Specialità  medicinali-  Veleni. 
Meccanismi  (60»0.  Dinam.,  Idraul.,  Pneumat...  ecc.,  di 

T.  Brown.  6a  ed.  ital  a  cura  C.  Malavasi,  pag.  303  e  605  fig.    4  50 

Medicatura  antisettica,  ai  a.  /.amulisr,  con  pre- 
fazione di  E.  Tricomi,  di  p.  xvi-124  e  6  ine.         .        .     I  50 

Medicina  d'urgenza,  di  E.  Trombetta  (esaurito). 

Medicina  ledale  militare,  di  E.  Trombetta,  di 
p.  xvi-330  (esaurito) 

Medicina  sociale,  di  G.  Allevi,  di  p.  400  .  .    3  5u 

Medicina  dello  spirito,  di  C.  Giachetti,  pag.  235.    2  50 

Medico  (II)  a  bordo  e  nel  paesi   tropicali,  di 

R.  Ribolla,  di  pag.  xix-326        ...  .    3  50 

Medico  pratico,  di  C.  Muzio,  4»  ediz.,  (in  ristampa). 

Membra  artlflclall  (Vitalizzazione  delle)  di  G.  Van- 
ghetti, di  pag.  241,  con  137  figure 4  51 

Merceologia  tecnica,  di  P.  Alessandri,  due  voi. 
Voi.  1.  Mateile  prime,  p.  xi-530,  142  tav.  (in  rist  ) 
Voi.  II.  Prodotti  chimici,   di  p.  526,  83  tav.  e  16  ine.    6  - 

Merceologia  e  Istituzioni  commerciali,  di 
E.  Bianchi  (in  sostituzione  del  Manuale  di  Luxardo) 
di  pag.  xvi-488 5  W 

Mesotorlo  (II)  nella  cura  di  alcune  dermatosi  e  neo- 
formazioni maligne  della  pelle,  di  A.  Masotti,  di  pag. 
140,  con  49  ine.  nel  testo 2  — 

Metalli  preziosi.  Argento,  oro,  platino,  di  A. 

Linone,  di  p.  xi-315     ....  .       .       .    3  — 

Metallocr ossala.  Colorazione  e  decorazione  dei  me* 

talli,  di  I.  Ghersi,  2a  ediz.,  di  pag.  xvi-317    .  .    5  — 

Metallografia  applicata    al    prodotti    side- 
rurgici, dì  D    Savoia,  dì  p.  xvi-205  e  94  fig.  .    4  58 
Metallurgia  —  vedi:  Acciai  -  Coltivazione  delle  miniere 

-  Fonditore  -  Lavorazione  metalli  -  Leghe  metalliche 

-  Meccanica  industriale  -  Metallografia  -  Ricettario 
dell'elettricista  -  Ricett.  di  metallurgia  -  Saldature  -  Si- 
derurgia •  Tecnologie  pei  giovani  -Tempera  e  cemen- 
tazione •  Zinco. 

Metallurgia  dell'oro,  di  E.  Cortese,  di  p.  xv-262 

e  35  ine.  3  — 

Meteorologia  agricola,  di  G.  Costanzo  e  C.  Nk- 

«RO,  di  p    vill-208  e  27  ine.         .  .        ...    2  50 

Meteorologia   aeronautica,   di  G.  Crestani,  di 

pag.  330  con  73  incisioni 8  5© 

Bletfofniogla  generale,  di  L.  De  Marchi,  3»  ediz., 

ampliata,  li  p.  xix-535  con  14  fig.  e  6  tav.    .       .       .4  5© 

Metrica  dei  greci  e  del  romani,  di  L.  Muller, 

2»  ediz.  ital.  di  G.  Clerico,  dì  p.  xvi-186         .        .        .15® 

Metrologia  universale  e  codice  metrico  In- 
ternazionale, di  A  Tacchini,  di  p.  xx-482    «       .    8  — 

Mezzeria  pratica,  di  A.  Rabbeno  (Esaurito). 

Microbiologia  Malattie  infettive.  L.  Pizzini,  p.  vm-142    2  *-» 
Microscopia  —  vedi:  Anatomia  microscopica  -  Animali 
parassiti   •  Ratteriologia  -  Chimica   clinica  •  Micro- 
scopio •  Protistologia  -  Tecnica  protistologica. 
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Microscopio  (II),  di  G.  Acqua,  2»  ediz.,  dì  p.  xn  23©  .    2  — 
Militarla  —  vedi:   Armi  antiche    -   Arte  militare  -  Co- 
dice   cavalleresco    -   Duellante  -   Scherma  -  Tattica  - 

Telemetria  -  Tiro  a  segno  -  Ufficiale  esercito. 
Mineralogia  descrittiva,  di  L.  Bombicci,  3»  ediz. 

a   cura   di    P.  Vinassa  De  Begny,  di  p.  IV-3M).  138  fi*.    3  — 
Mineralogia  generale,  di  JL.  Bombicci    4»  edn.a 

cura  di  P.  Vinassa  De  Begny,  di  p.  256,  19    fìg.  e  2  lav.    4  50 
Minerali  (I),  per  E.  Artini,  di  pag.  xvi-422,  con  40  tav. 

e  132  incisioni 12  — 

Miniere  (Coltivazione  delle),   di   S.  Bertolic.  3»  ediz., 

di  pag.  viii-371,  con  112  incisioni      .  .        .        .    4  50 

Minimi  «su  ad  rati.   Formole,  Esercizi  e  Applicazione 

alla  Topografia,  di  P.  Fantasia,  di  pag.  xvi-339,  con 

107  esercizi 4  — 

Misuratori  elettrici  (Frodi  nei),  di  M.  Lanfranco, 

di  p.  Xl-277,  con  27  ine.  e  39  tavole  .        .        .        .    5  50 

Mitologia    cla<**4lea    illustrata,    di    F.  Bamorino,  6* 

ediz.  di  pag   372,  con  95  ine 6  50 

Mitologia  greca,  in  due  voi. 

I.  Divinità.  II.  Eroi,  di  A.  Foresti  (2»  ediz.  in  lav.) 
S&ltologla  tedesca,  di  B.  Minutti,  di  p.  xx-348       .    3  — 
mitologie  orientali,  di  D.  Bassi. 

I.  Mitologia  Babilonese,  Assira,  di  p.  xvi-219     .       .    3  - 
Modellatore  meccanico,  falegname,  ebani» 

sta,  di  V.  Goffi.  2»  ediz.  di  p.  xvn-435       .  .    5  50 

Mellnl.  Industria.  Costruzioni  ecc.  di  C.  SlBER  MiLLOT, 

3»  ediz.  rifatta  da  C.  Mala  vasi,  di  pag  425,  con  226  figure 

e  dieci  tavole 7  50 

Momenti  d'inerzia  e  loro  applicazioni,  di  E. 

Giobli,  di  pag.  viii-166  con  148  figure     .        .        .        .    3  50 
Moneta  e  lalsa  monetazione,  di  U.   Mann  ucci, 

di  p.Xl-271        ...  3  - 

Monete,  pesi  e  misure  Inglesi,  di  I.  Ghrrsi,  di 

p.  XIM96,  46  tabelle  di  conti  raiti  (in  ristampa) 
Monete  .greche*  di  S.  Ambrosoli.  2*  ediz    rifatta  da 

S.  Bicci,  di       g.  xxv-609  con  670  ine,  2  tav.  e  4  carte    9  50 
Monete  papali  moderne  di  S.  Ambrosoli,  dì  pa- 
gine XH-131  e  200  ine ...    2  SO 

Mot.fite  romane,  di  F.  Gnecchi,  3»  ediz.  di  p.  XTI- 

418,  con  203  fig.  e  25  tav.  (in  ristampa) 
Monete  romane.  I  tipi  monetari  di  Roma  Imperiale, 

di  F.  Gnkcchi,  di  p.  viii-119  e  28  tav.  6  50 

Monogrammi,  di  A.  Severi,  73  tavole  a  «erle  di  dna 

9  di  tre  cifre  fesauritol. 
Monocramml  moderni,  di  A.  SORESINA,  in  35  tav.    3  - 
Morfologia  greca,  di  V.  Bettei,  di  p.  xx-376  3  — 

Morfologia  Italiana,  di  E.  Gorra,  di  p.  vi  142       .     I  50 
Morte    vera   e   morte   apparente,    di  F.  Del- 

L'ACQUA,  di  p.  vni-136 2  — 

Mosche  -  vedi  Inserti  della  cata. 
Mosti  del  vini  e  degli  «piriti.   Densità  ecc., 

HI   R    OR  ClLLIS.  di  o     TVl-210  .     z  — 

Mosto  (Dal)  al   vino.   Fermentazione  alcoolica,  di  S. 

CRT-rof.fNi  di  p.  tti-4<»0    c.r>n  62  Inc.  .     5  50 

.Motoaratura  e  motocoltura»,  di  G.  L   Cehchtatu. 

di  pag.  386,  con  116  figure    .  ....  IO    - 
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Motociclista   tourlsta  e  militare.  Side-cars  : 
Motorettes,  di   *    Borkino,  4»  ediz.,  di  pag   658,  con 
492  illustrazioni  .  14  — 

Motori  Diesel,  di  G.  Supino  3»  ed.  curata  dall'ing.  Bar- 
beri R.,  di  pag.  xvi-391,  con  325  figure  nel  testo  e  19  ta- 
vole di  disegni  in  busta  a  parte IS  — 

—  vedi  Motori  a  olio  pesame. 

Motori  a  gaz,  di  V.  Calza  vara  (2*  ediz.  riveduta,  di 

pag   xxxvi-423  con  160  incisioni      .  .    6  — 

Motori  a  olio  pesante,  a  pressione  ed  a  forza  viva, 
di  E.  Garufpa,  di  pag.  vill-493  (in  ristampa). 

Motori    a    scoppio,    di  E    GAHnw**.  4»  euiz.,  di  p 
«ine  790  con  843  incisioni  (in  ristampa). 

Motorista  d'aviazione  (II),  di  L.  Cei,  di   pag.   352, 

con  338  illustrazioni     .  .  .  12  £D? 

Moina  «*&■  «MpiuBione,  a  fai  povero,  ad  olii 

Spesanti,  a  petrolio,  per  aviazione,  Diesel, 
i  F.  LaURBNTI,  3a  ed.  ampliata  di  p.  598,  con  355  ine.    8  5C 

Municipalizzazione  del  servizi  pubblici,   di 

C.  Mezzanotte,  di  p.  xx-324  .       .       .       .       .    3  — 

Muratore  (II),  di  I.  Andreani,  3*  ediz  ,  p.  280  e  235  fig.    6  — 

Musica.   Espressione   e   Interpretazione,  di 

G.  Magrini,  di  p.  vin-119  e  228  fig 3  — 

Musica  (Manuale  teorico  pratico  della),  per  le  famiglie 

e  le  scuole  di  G.  Magrini,  2*  ediz.  di  pag.  615  .  .  S  5D 
Musica  —  vedi  anche  ai  singoli  titoli:  Acustica  musi- 
cale -  Armonia  -  Arte  e  tecnica  del  canto  -  Ballo  - 
Canto  -  Chitarra  -  Contrappunto  -  Mandolinista  - 
Musica  -  Pianista  -  Psicologia  musicale  -  Ritmica  - 
Semiografia  musicale  -  Storia  della  musica  -  Stru- 
mentazione -Strumenti  ad  arco  -  Violoncello  -  Violino. 

Napoleone  I.,  di  L.  Cappelletti.  3*  ed.  di  p.  306       .    4  - 

Naturalista  preparatore  (lmoaisamatore),  di  R. 

Gestro,  5»  ediz.,  di  p.  x vi  214  e  52  fig. .       .       .       .3  5® 

Naturalista  viaggiatore,  di  A.  ISSEL  e  R.  Gè 
STRO,  di  p.  vm-144  e  38  ine.  (esaurito). 
Hantlca  —  vedi:  Astronomia  nautica  -  Attrezzaiura  na- 
vale -  Avarie  e  sinistri  marittimi  -  Bandiere  -  Ca- 
notaggio  -  Codice  di  marina  -  Costruttore  navale  -  Do- 
veri macchinista  navale  -  Filonauta  -  Flotte  moderne  - 
Ingegnere  navale  -  Lavori  maritt.  -  Macch.  navale  - 
Nautica  stimata  -  Nave. 

Nautica  stimata  o  navigazione  piana,  di  F. 

Tami,  di  p.  aXXH-179  e  47  fig.  .  .       .        .  2  5# 

Nave  (La)  moderna  da  battaglia,  di  G.  Al- 
ma già,  di  pag    vm-237,  con  60  tìeure  e  tavole      .       .    4  — 

Nave  (La)  In  ferro,  di  £.  Giorli  di  pag.  vm-413,  con 

197  illustrazioni 4  — 

Nave  (La)  subacquea.       Sottomarini  e  sommergibili 

di  E.  Campagna,  di  pag  358,  e   n  108  ine.  e  8  tavole    .     5  50 

Navigazione  aerea  (Aviazione),  di  A.  De  Maria,  di 
p.  xvi-338  e  103  fig.  (in  ristampa). 

Nevrastenia,  di  L.  Cappelletti  di  p.  xx-490  (esaur.) 

\otaio  (Man.  del),  di  A.  Garetti,  9a  ediz.  interamente 
ri  latta,  ampliata  e  messa  al  corrente  con  le  nuavis- 
sime  disposizioni  di  legge  per  cura  dell'avv.  G  V.  Bìan- 
cotti,  di  pag.  xx-904 Il  5& 
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Kunicri  primi  (Tavole  di),  di  L.  Poletti.  (In  preparo?.). 

AttlUtelUMUCtt.     AllMUIt       UUIUlaiUMlIVU     tlcaalM- 

no,  di  S.  Ambrosoli,  di  p.  xvi-428  e  1746  ine.  (G  50 

Numismatica  (Manuale  di),  di  S.  Ambrosoli,  5»  ediz., 

rifatta  di  F.  Gnegghi,  di  pag.  248,  con  40  tav.  eliotipiche    ?  56 
numismatica    —    vedi  anche   ai   singoli  titoli:  Atene  - 
Guida  numismatica  -  Monete  greche,  papali,  romane 

-  Vocabol.  numismatico. 

dinoto  (II).  L' arte  di  nuotar  bene,  di  A.  B sretta,  dì 

pag.  xn-278,  con  109  incisioni 3  55 

nutrizione  del  bambino,  di  L.  Colombo,  di  p.  xx- 

228  e  12  ine 2  50 

Oculistica  (Manuale  di),  per  Medici  e  Studenti,  di  D. 

Bruno,  di  pag.  xn-288,  con  29  incisioni.        .       .        .    4  50 

Occultismo,  di  N.  Lieo,  di  p    xvi-328  (in  ristampa). 
Occultiamo  —  vedi  anche  ai  singoli  titoli:  Chiromanzia 

-  Dizionario  di  scienze  occulte  -  Magnetismo  -  Spiri- 
tismo -  Telepatia. 

Oceanografia,  di  G.  Magrini  (in  lavoro). 

Oftalinojatrla    veterinaria,    di   P.    Negri    e  V. 

Ricciarelli,  di  p.  xvi-279,  con  87  ili.  e  15  tavole       .    3  50 

Olii  vegetali.  Piante  erbacee  a  seme  oleoso,  di  G.  Del 

Nero,  di  p.  xv-313  e  41  ine .    9  50 

Olii  e  errassi  vegetali,  animali  e  minerali,  di 

G.  Fabris,  di  pag.  546,  con  23  ine 7  — 

Olivicoltura  e  Industria  dell'olio  d'oliva,  di 

F.  R.  Simari,  di  pag.  xix-465,  con  146  incisioni  .        .    4  50 

Omero,  di  W.  Gladstone,  trad.  di  R.  Palumbo  e  G. 
Fiorilli  (esaurito). 

Operalo  Manuale  dell'),  di  G.  Belluomini,  8»  edla.,  ri- 
veduta da  I.  Ghersi  di  p.  314  con  33  ine.        .        .        .    3  50 

Operalo   elettr»tecnlco,    di    G.   Marchi,  7»  ediz,., 

ampliata,  di  p.  725  con  454  illustraz IO  50 

Operaio  (L'I  meccanico  al  macchinario  mo- 
derno d' officina,  di  G.  Chiovato,  curata  da  C. 
Arpesani,  di  pag.  vm-333  (in  ristampa). 

Orchidee,  di  A.  Pucci,  di  p.  vi-303,  e  95  ine. .        .       .    4  - 

Ordinamenti  degli  Stati  liberi  d'Europa,  di 

F.  Racioppi,  2*  ediz.,  di  p.  xii-316 3  — 

Ordinamento  degli  Stati  liberi  fuori  d' Eu- 
ropa, di  F.  Racioppi,  di  p.  vin-376  .  .    3  — 

Orefice  (Man   per  1)    di  E.  Boselli,  3»  ediz.  rifatta  da 

A.  Linone,  di  pag.  436,  con  370  figure       .       .       .       .    7  50 

Oreficeria  floreale  (Modelli),  di  A.  Mylius,  50  ta- 
vole e  testo  3  — 

Organista  (Man.  dell'),   di   C  Lochkr   e   prof,  di  E. 

Bossi,  di  p.  xiv-187 .    2  50 

Organoterapia,  di  E.  Rebuschini,  di  p.  vin-432      .    4  50 

Ornamenti  sulle  stoffe  (L'arte  di  disporre  gli),  di 

E.  Casartelli,  di  p.  xi-37,  33  tav.  e  170  disegni         .    3  50 

Ornatista  (Man  H«m.  di  A.  Melani,  2a  ediz.,  XXVHI 
tav.  e  testo  (in  ristampa). 

Ornitologia  Italiana,  di  E.  ARRIGONI  DEGLI  ODDI, 

di  p.  907,  36  tav.  e  401  flg 18  — 

Oroloa-*»»**»  w^iiprna.  *«  R  «a,  ruffa,  2»  edìi.,  d8 
p.  vin-381  e  366  fig.  (in  ristampa). 
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■ .  c. 
©rtlcoi*wira.  d«   n    Tamaro,  6'  ediz.  rifatta,  di  paiar. 

CSD.  «lustrata  da  237  figure. 12  — 

0rt«»e«»«  <«r'!Of;ruiu»  Italiana  moderali,  a* 

G.   Malagoli,   2a  ediz.  riveduta,  di  pag.  xx-294    .        .    3  — 
Orti*  •***.    educazione   del   fanciulli,  di  P. 

Parise,  di  p.  xii-231  2  — 

Ortopedia  —  vedi:  Membra  artificiali. 
Ospedali  -  vedi  :  Igiene  ospedaliera. 
Ostetricia*  Ginecologia  minore,  di  L.  M.  Bossi 

2»  ed.  curata  da  V.  Dr  BlaSI.  (in  ristampa) . 
Ostricoltura  e  mitilicoltura,  di  D.  Carazzi,  di 

p.  viii-302  ...  .25» 


Ottica,  di  E.  Gelcich,  di  p.  xvi-576  e  281  flg.  . 
Ottica  (L')  di  Euclide  di  G.  Ovio.  di  p.  435,  e 
Paga  giornaliera   (Prontuario  della),    da   L.  0,50  a 


L  10,  di  C.  CarRKGaro-Negrin.  2«  ediz.    di  p.  x-463.    6  50 

Paleoetnologìa,  di  I.  Reoazzoni  (esaurito). 

^aleu^ralla  fereca  e  latina,  ai  e  *»..  irfOMPSON, 

trad    di  G.  Fumagalli,  3*  ediz.,   p.  208,   38  ine.,  8  tav.    4  - 

Paleontologia,  di  P.  Vinassa  De  Kkgny,  di  p.  xvn 

512,  con  356  Sg.  5  50 

Pane  e  panificazione,  di  G.  Er  col  ani,  di  p.  vili 
261.  con  61  ine.  e  4  tav   (in  ristampa). 

Parrucchiere  (Man.  del)  di  A  Ljbkr  a  ti,  o  219  e88  ine      2  50 

Pasticciere  e  confettiere  moderno,  di  tì. 
Ciocca,  2a  ediz.,  di  pag.  l*ttt-470  <*«n  136  illustra- 
zioni e  36  tavole  in  cromo  (in  ristampa). 

Pastificio  (Industria  del),  di  R.  hovkita,  di   p.  xvi- 

240,  107  ine.  e  4  tav.      ........    3  — 

Patate.  Coltura  e  usi,  di  N.  Aducci   pag.  245  (in  rist.). 

Patologia  degli  Infortuni  sul  lavoro  in  rap- 
porto alla  assicurazione,  di  T.  CasaR^tti    pag.  rv-642    8  — 

Patrologia  (Manuale  di)  di  P.  G.  Franceschini,  di  p.  647  12  50 

Pedlaecogla  (Storia  della),  di  A.  Morgana,  con  prefa- 
zione di  A.  Straticò,  di  pag.  xix-553    .       .       .       .    5  — 

Peda«ro«ln  (Elementi  di),  di  G.  VidaRI. 
Voi      I   I  dat    della  pedagogia,  di  pag.  412  .        .    4  50 

Voi.    II.  La  teoria  dell'educazione,  di  pag.  498.  .    7  50 

Voi  III.  La  Didattica  (in  corso  di  stampa). 

Pellagra.  Storia,  patogenesi,  ecc.,  di  G.  Antonini,  di 

p    viiI-166  e  tav.  .    2  — 

Perito  meccanico  (II)  nello  studio  di  macch.  idro- 
vere, idrauliche,  pneumotore,  impianti  industriali, 
ecc.    di  S    Dinaro,  di  pag    vni-252  .        .    2  — 

Pescatore  (Man   del),  di  L.  Manettt  (in  ristampa). 

Pe*ao  del  metalli,  a  U.  a  Y,  a  Z,  a  T  e  a  doppio  T,  di 
G    Pft.lhomtwi.  2*  ediz.   dì  oaa    xxiv-248    in  ristampa). 

Petrolio  e  acque  sotterranee,  di  J.  e  L.  Massa- 
renti, di  pag.  342   con  229  incisioni         .  .        .    8  50 

Pianista    li      Pensieri,   giudizi  e  consigli   sullo   studio 

del  pianoforte  di  V.  Ricci,  di  pag.  263  .    3  50 

Piante  aromatiche  e  medicinali  (Coltivaz.  delle) 

di  C.  Cravkri,  di  pag    xxix-307,  con  71  incisioni       .    8  50 

Piante  e  fiori  sulle  finestre,  nel  cortili,  ecc. 

di  K    PtiH.  P  erfiz.  di  o.  vm-214  e  107  fi*    .  .    3  51 

Piante  erbacee  a  seme  oleoso,  di  G.  Del  Nero, 

di  o.  xv-313  e  51  flg »» 
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Piante  Industriali,  A.  ÀLOI,  3*  ed.,  p.  xi-274,  64  ine.    2  SO 

Piante  tessili,  di  M.  A.  Savorgnan  D'Gsoppo,  di  p. 
XH-476  e  72  ine.  (esaurito). 

Pietre  preziose,  di  L).  Mannucgi,  di  p.  xv. 

ine.  e  14  tav 8  50 

Pila  elettrica  (La),   di  A.  Astolfoni,  di  p.  xv-2*<5 

con  105  incìs 4  *Q 

Pino  da  pinoli,  di  L.  Biondi  e  E.  Righini,  p.  xn-142    2  5U 

Pirotecnia  moderna,  di  F.  Di  Majo,  3*   ediz.   riv. 

e  ampliata  da  G.  Fiorini,  di  pag    198,  con  130  ine.       .    2  50 

Plsclcultura  pratica  del  Pro!.  F.  Supino  di  p.  vin-327, 

eon  79  incisioni  e  14  tavole 5  50 

—  vedi  :  Idrobiologia  applicata. 

Pitturi».  Fiori  all'acquarello,  ad  olio  ed  a  guazzo  sulla 

stoffe,  di  G.  Ronchetti,  di  p.  vm-167,  e  11  tav.  .    4  — 

Pittura  pel  dilettanti,  ad  olio,  arauarellc,  trita- 
tura, guazzo,  tempera,  encausto,  pastello,  fotopitt.,  ecc. 
di  G.  Ron<  hktti,  6«  ed.,  di  pag.  xxiv-463,  con  38  ine. 
e  38  tavole  di  cui  14  a  colori 12  — 

Pittura  italiana  antica  e  moderna,  di  A.  Mi- 
lani, 3*  ediz.,  di  p.  xvm-527  e  164  tav.  .        ,   12  — 
Pittura  murale.  Affresco,  tempera,  ecc.,  di  G.  Ron- 
chetti, di  p.  xv-358 .       .    4  — 

Pittura  —  vedi  anche:  Anatomia  pittorica  •  Colori  e 
vernici  -  Composizione  delle  tinte  -  Decorazione  -  Di- 
segno -  Luce  e  colori  -  Ristauratore  dipinti  -  Sceno- 
grafia -  Storia  dell'arte. 

Planetolo^la  di  E.  Cortese,  di  pag.  viii-387  con  12 

figure  e  2  tavole 3  — 

Pneumonlte  crupale  e  sua  cura,  di  A.  Sera- 
fini, di  p.  XVi-222 .    2  58 

Poliedri,  curve   e   superaci,  secondo    i   metodi 

della  Geometria  descrittiva,  di  G.  Loria,  di  p.  xvi-231    3  - 

Poli^onazlone  tacheometrica  di  A.  Barbieri,  di 

pag.  xvi-246 2  50 

Polizia  giudiziaria,  ad  uso  dei  Periti  e  Magistrati 

di  L.  Tomellini,  di  p.  xx-352  e  161  ine.       .        .       .    5  - 

Polizia  sanitaria  de^ll  animali,  di  A.  MINARDI, 

di  p.  VIII-333  e  7  fig '  — 

Polli  -  vedi  :  Malattie  dei  polli  -  Avicoltura. 

Pollicoltura,  di  G.  Trevisani,  10»  ediz.  con  appen- 
dice sull'  'Allevamento  industriale  dell'anatra,  ni 
p»K    347,  con  111  incisioni 7  50 

Pomodoro.   Coltivazione  -  Industria,  ecc.,  di  R.  Ro- 

vetta.  di  pag.  295,  con  90  figure *  — 

Pomologia,    G.  Molon,  p.  xxxn-717  86  ine.  e  12  tav.  10  50 

Pomologia  artificiale,  di  M.  Del  Lupo,  di  p.  vi- 

132  e  34  ine 2  - 

Pompiere  moderno.  Manuale  del  vigile  del  fuoco, 

di  P.  Cogoli  e  R.  Rampini,  di  p.  500,  con  14  tav.  e  526  fig.    7  o0 

Porco  (II),  Razze,  allev.,  ecc.,  di  F.  Faelli,  di  p.  xix- 

461,  con  100  fig.  e  5  tavole    .,  ...  .    6  — 

Posologia  del  rimedi  più  usati   nella  tera- 

pia  Infantile,  di  A.  Conelli,  di  p.  vm-186    .       .    2  - 

Posta.  Manuale  postale  di  A.   Palombi,  di  p.  xxx-308        — 

Prati  (I).  Prati  naturali,  artificiali,   pascoli,  ecc.,  di  E. 

Marchettaro,  di  p.  vni-392  e  162  ine.    .       .       .       .    4    - 
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Prealpl  bergunm^che.  Val&assina ,  Valtellina  e 
Valcamonica,  di  A.  Stoppanti  e  A.  Taramelli,  3a 
ediz.  di  p.  290,  15  tav.  e  3  carte.  2  voi.  in  busta  .        .    6  5C 

Privative  governative,   Uffici  di  vendita  e  loro 

funzionamento.  Rivendite,  di  I  Guastalla,  p.  xix-406    3  5C1 
Privative  industriali  —  vedi:  Codici  e  leggi  Voi  IV  (p.  14). 

Problema  (II)   del   tre   corpi    da   Newton   al 

nostri  plorai*  di  R.  Marcolongo,  di  pag.  174       .    4  5fr 

Procedi    lotouseccanlcl    moderni,   di   R.  Na- 

mias,  2*  ediz.,   di  pag.  xi-321,  con  76  figure  e  12  tav.    4  - 

Prodotti  agricoli  del  tropico,  di  A.  Gaslini, 
di  p.  xvi-270  'in  ristampa). 

Prodotti  ceramici.    Majoliche,  porcellane,    grès,  di 

G.  Maderna,  di  p.  XII-345  e  92  fig 5  50 

Prodotti  chimici  organici  usati   come   me- 
dicamenti (Fabb.  dei)  di  C.  Craveri.  Prepar.  caratt , 
reazioni,  usi,  dosidi  1600  prod  Pag.  vm-730con  27  ine.   1 1  50* 

Prodotti  e  procedimenti  nuovi  nelle  Indu- 
strie (succedanei,  surrogati,  ecc.)  di  I.  Ghersi,  di  pag. 
986,  con  148  ine ,        .        .        .  1 1  50 

Produzione  e  commercio  del  vino  In  Italia, 

di  S.  MONDINI,  di  p.  vn-303 2  50 

Profila****!  e  disinfczione  per  uso  del  R.  Esercito 

del  Cap.  Medico  V   Chiodi,  di  pag.  xn-196  con  32  ine    4  50 

Profumiere  (Man.  del),  di  A.  Rossi,  2aed.,  p.  xxiv-650    8  — 

Progettista  moderno  di  costruzioni  archi' 
tettoniche,  di  I.  Andreani,  3*  ediz.  ampliata  dì 
pag.  xv-559,  con  196  ine.  e  67  tavole        .        .        .  9  50 

Projezionl  fisse  e  cinematografo,  di  L.  Sassi, 

di  p.  xvi-484,  con  3fi»  tìg 6  5(2 

Prontuario  del  forestale.  (Suolo,  Selvicoltura, 
Rimboschimento,  ecc.),  di  E.  Ferrari,  di  pag.  460  con 
59  tavole  fuori  testo .  12  — 

Prontuario   tecnico    legislativo,    di   G.    Viva 

RELLi,  di  p.  300,  con  131  ine 4  — 

Proprietario  di  case  e  opifici,  di  G.  Giordani, 

di  p    XX-264 .1  58 

Prospettiva,  di  C.  Claudi,  3*  ed.,  p.  xii-76  e  33  tav.    3  50 

Prospettiva  per  gli  scultori,  il  Bassorilievo, 

di  A.  Noelli,  di  pag.  xii-78,  con    3  disegni    .        .        .2  50- 

Protezlone  degli  animali,  di  N.  Lieo,  di  p.  vin-200    2  — 

Protlstologla,  di  L.  Maggi,  2a  ed.,  di  p.  294  e  93  ine.    3  — 

Proverbi  e  modi   proverbiali  Italiani,  di  G 

Franceschi,  di  p.  xix-380         ....  3  — 

Proverbi  sul  cavallo,  di  C.  Volpini,  di  p.  xix-172    2  5© 

Psichiatria.  Confini,  cause  e  fenomeni  della  pazzia, 
di  J.  Finzi,  di  p.  vin-225  (esaurito). 

Psicologia,  di  C.  Cantoni,  2a  ediz.  (esaurito). 

Psicologia  fisiologica,  di  G.  Mantovani,  2*  ediz., 

di  p.  xn-175  e  16  ine .        .    3  - 

Psicologia  musicale,  di  M.  Pilo,  (esaurito). 

Psicopatologia  legale,  di  L.  Mongeri,  di  p.  xx-421    4  50 

Psicoterapia,  di  G-  Portigliotti,  p.  xn-318     22  ine.    4  — 

Pugilato  e  lotta  Ubera  per  difesa  perso- 
nale, di  A.  Cougnet,  2»  ed.,  p.  xxxv-396  e  222  ine.    5  5© 

Raccoglitore  di  oggetti  minuti  e  curiosi,  di 

J.  Gelli,  di  p.  x-344  e  310  ine 5  50 
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Rachitide  e  deformiti  da  essa  prodotte,  di 

P.  Mancini,  di  p.  xxvm-300  e  116  fig.  .       .    4  — 

Radioattiviti,  di   G.   A.  Blang,  pref.   di  A.  Sella  • 

Append.  di  G.  D'Ormea,  di  p.  vni-266  e  72  ine.  .        .    3  — 
Raj5$?l    Rontgen    e    loro    pratiche    applica- 
zlonl,  di  I.  Tonta,  di  p.  vin-160  (esaurito)., 
—  vedi:  Ròutgen  tecnica. 
Ragioneria,  di  V.  Gitti,  6»  ediz.,  di  p.  vm-115  .        .     I   50 
Ragioneria  delle  cooperative  di  consumo, 

di  G.  Rota,  (esaurito). 
*«a$?loneria  domestica,  di  A.  Masetti  2a  ed  p.  198    I  50 
Et  timoneria  Industriale,  di  O.   Bergamaschi,  3* 

ediz.  a  cura  di  A.  Masetti,  di  p.  vm-404  .  .  .  5  — 
Ragioneria  pubblica,  di  A.  Masetti,  di  p.  xv-293  3  — 
Ragioniere  (Prontuario  del),  di  E.  Gagliardi.  2»  ed. 

rifatta  ed  aumentata,  di  pag.  xil-603       .       .       .       .    6  50 
Razze    bovine,  ecgulne,   sulne,  ovine   e    ca- 
prine, di  F.  Faelli  2*  ediz.  ampliata  di  pag.  xxxm 

512  con  197  tav.        . '  12  5Q 

Reattivi  e  reazioni  di  E    Tognoli,  di  pag.  289.        .    3  50 
Regolo  calcolatore  e  applicazioni  nelle  ope- 
razioni topografiche,  di  G.  Pozzi,  2*  ediz.,  di 

p.  XVi-303  e  150  fig 3  — 

Religione  —  v.  Bibbia  -  Corano  -  Imit.  Cristo  S.  Giov.  - 

-  San  Paolo  -  Vangelo  -  Vita  di  Gesù  -Vita  di  Maria. 
Religioni  primitive  (L'idea  di   Dio  nelle)  di  F. 

Jevons  e  di  U.  Pestalozza,  di  pag.  xvi-178       .       .    2  — 

Religioni   e   lingua   dell'India  inglese,  di  R. 

Cust,  trad    di  A.  De  Gubernatis,  di  p.  iv-124        .        .    I  50 

Residui  agricoli,  Utilizzazioni,  ricuperi,  di  C.  For- 

menti,  di  pag.  620,  con  139  ine 6  50 

Residui   Industriali.  Utilizzazioni    Ricuperi,  di   C. 

FORMENTI,  di  p.  XX-376       .         .  .  .         v        .         .     4  50 

Resistenza  dei  materiali  e  stabilità  delle 
costruzioni,  di  G.  Sandrinelli,  3»  diz.,  di  p. 
XVIII-495  e  274  ine 6  50 

Resistenza  e  pesi  di  travi  metalliche  com- 
poste* di  E.  Schknck,  2a  ediz.  (in  corso  di  stampa). 

Restauratore  dei  dipinti  (II)  di  G.  Secco  Suardo 
3»  ed.  con  una  introd.  allo  studio  del  restauro  di  G 
Previati  e  considerazioni  sul  restauro  moderno  del 
Prof.  L.  De  Jasienski,  di  pag.  xvi-574,  con  47  figure    .  12  — 

Retorica,  ad  uso  delle  scuole,  di  F.   Capello, 

di  p.  vi-122      .  ...  .        .     I  50 

Rettili   d' Italia,   di  C.  Vandoni,  di  pag.  288  e  55  fig.    3  50 
Ricami  -  v.  Biancheria  -  Lavori  femm.  -  Mac  uh.  da  cucire 

-  Monogrammi  -  Piccole  ind.  -  Rtcett.domest.  -  Trine. 
Ricchezza  mobile  (L'imposta  sui  redditi  di),  di  E. 

Bruni,  di  pag.  240  .....    I  50 

Ricettario  domestico,  di  I.  Gherst  «»  ediz.,  eoa 
7192  ricette,  di  pag.  1299  e  172  ine.  (in  ristampa). 

Ricettarlo  dell'  elettricista,      Ghersi.  p.  vm-585 

son  oltre  2000  ricette  e  provvedimenti  pratici  e  43  ine.    6  — 

Ricettario  fotografico     di  L.  Sassi,   5»  ediz.,  di 

oag.  XXXII-362  ...  .    3  50 

Ricettarlo  Industriale,  di  1.  Ghbrsi,7»  ediz.  rimo- 
dernata ed  accresciuta  con  64  figure  comprendente  9253 
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procedimenti  utili  nelle  grandi  e  piccole  industrie 

nelle  arti  e  nei  mestieri       ...  ...  24  — 

Ricettario  pratico  pei»  le  industrio  tessili  e 

itti  isti,  di  0.  Giudici,  di  p.  vni-270  (in  ristampa). 
ricettarlo  pratico  di  metallurgia,  ut  •*.  o^L- 

LUOifiNi,  di  p.  xn-328  (in  ristampa) 
Rimedi.  L'arte  di  prescriverli  e  a*  applicarli,  di  G.  Ma- 

LACRIDA,  di  p.  400  .  .  .  .         .  .  .     3  51 

Rimedi  —  vedi:  Specialità  medicinali. 
Riscaldamento,  ventilazione  e  Impianti  di 

motori,  di  C.  Rumor  e  H.  Stromenger,  di  p.  xti- 

270  e  115  fig.    .  5  56 

Riscaldamento  elettrico.  —  V.  Elettricità  sorg.  di  calore. 
Ri  torcimento  Italiano  i8i4-l»'7i,  di  F.  Quin  rA- 

valle,  di  pag.  xvi-528  .  .....    S  59 

Ristauratore  dei  dipinti.  —  Vedi  Restauratore. 
%i4£tiSva  e  metrica  razionai»    Italiana»  di  R. 

Murari,  3'  ediz.  di  p.  xv-230  (in  ristampa). 
Ritmica  musicale,  di  A.  Tacchinardi,  di  p.  xvi-254    I  — 
Rivoluzione   francese   tTM»-i'7»0.  di  G.  P.  So» 

T.BPiOr  (2*  ediz.,  in  lavoro* 
Rocce.  Concetti  e  nozioni  di  petrografia  di  E.  Artini,  di 

p.  xx-653,  con  134  figure  nel  testo  e  32  tavole       .        .  18  SS 
fcunm  antica  —  veo> .  AuUciiiu»  *«r«v     -  Antichità  pub 

bliche  -  Archeologia  -  Epigrafia  -  Mitologia  -  Moneta 
ovine  (Le)  del  Palatino  -  Topografia  -  Mitologia. 
Rontgen  tecnica  (I  fondamenti  della),  di   J.  Sghiw- 

gaglia,  di  pag.  xn-263,  con  118  incisioni  e  46  tavole.    5  56 
Rontgen  —  vedi:  Raggi  di  •  Elettricità  medica  -  Luce 

e  salute  -  Radioattività. 
Rose.  Storia,  coltivazione,  varietà,  di  G.  Girardi,  di   p. 

XVHi-284,  96  ili.  e  8  tav.       .  ....    8  51 

Rovine  del  Palatino,  di  G.  Gangogni,  con  pref.  di 

R.  Lanciani,  di  p.  xv-178.  44  tav.  e  una  pianta    .  8  5f 

Saa-ajlatore  (Man.  del),  di  F.  Buttari,  di  p.  VII  1-245  2  59 
Saldature  autogene  del  metalli,  di  S.  Ragno 

2a  ediz.,  di  pag.  vi-129,  con  18  ine.  ...  .    3  — 

Sale  e  saline,  di  A.  Db  Gasparis,  di  p.  vni-358  e  24  fig.  4  5C 
«nlfamentarlo,  di  L.  Ma  NETTI,  di  p  224  76  ine  .  2  — 
San  Giovanni,  Il  Discepolo  che  Gesù  amava* 

di  G.  M.  Zampini,  di  pag.  xii-314 5  50 

Man  Paolo,  Epistole,  di  G.  M.  Zampini,  di  pag.  xvi-405  5  — 
Sanscrito  (Studio  del),  F.  G.  Fumi.  3*  ediz.  p.  xvi-34?  4  — 
Saponi  (L'industria  dei),  di  V.  Scansetti,  con  prefa- 
zione di  E.  Molinari,  2»  ediz.  di  pag.  574,  con  131  ine.  8  5G 
Saponi  da  toeletta,  di  C.  Franchi,  p.  482,  con  59  ine.  7  — 
Sarto  tagliatore  Italiano  (II),  di  G.  Pkterlongo, 

di  p.  xii-232  e  47  tav.  (in  ristampa). 
Scacciti  (Giuoco  degli),  di  A.  Seghibri.  4»  ediz.,  a  cura 

di  E.  Miliani,  di  pag.  vm-550  (in  ristampa) 
Scenografia,  G.  Ferrari,  p.  XXiv-327, 16  ftne,  e  160 tav.  12  — 
Scherma  Italiana,  J.  Gelli.  Terza  edizione  riveduta 

di  pag.  250  con  108  ine 3  — 

Scienza   attuariale  (Nozioni  di).  Matematica  delle 

assicurazioni,  di  G.  Minutilli,  di  pag.  xin-329    .       .    4  — 
Scienze  (Le)  esatte  nell'antica  Grecia,  di  G. 

Loria,  2*  ediz.,  di  pag.  xxiv-974 iSt 
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Scienze  giuridiche  ed  economiche  in  confor- 
mità dei  progr.  minist.  ad  uso  degli  Istit.  tecnici,  Licei 
moderni  e  Scuole  di  Comm.  (Encicl.  giurid.  -  Diritto  ci- 
vile -  Diritto  comm.  e  maritt.  -  Diritto  penale  -  Proced. 
giudiz.  -  Diritto  costituz.  -  Diritto  ammin.  -  Economia 
politica  -  Politica  comm.  -  Scienza  della  finanza  -  Sta- 
tistica) di  G.  Trespioli  di  p.  xxiv-574,  con  18tav.  col.  12  50 
Scienze  occulte  (Dizionario  di),  di  A.  Pappalardo, 

di  p.  vm-338      .  45© 

Scienze  occulte  —  vedi:  Chiromanzia   -   Fisionomia  - 
Grafologia  -  Magn.  -  Occultismo  -   Spirit.     (Telepatia. 
Scontiamo.  Nozioni  pratiche  ad  uso  dei  giovani  esplo- 
ratori ita!.,  di  F.  Romagnoli,  di  p.  598,  e.  132  ine.  51  tav.    7  — 
Scrittura  a  macchina  —  vedi  Dattilografia. 
Scrittura   doppi»    americana,    di   C.   Bellini, 

2»  ediz.  accresciuta,  di  pag.  xn-154  (in  ristampa). 
Scritture  d'affari,  di  D.  Maffioli,  5»  eo.  (in  ristam.}. 
Scultura   Italiana   antica   e   moderua,   ai  a. 

Melani,  3«  ediz.,  di  pag.  xxxn-692,  170  tavole  e  40  ng.  12  — 

legnala* ioni  maritt.  -  vedi:  Attrezz.  navale  -Bandiere 

Selenio.  (La  Fototelefonia  -  Il  fonotografono  Simon   - 

La  Fotometria  a  selenio  -  La  Televisione  -  La  Tele- 

dografìa  -  La  Teleid.  a  colori  -  La  Teleid .  senza  fili  -  Altri 

usi  del  selenio),  di  U.  Bianchi  di  p  viii-136,  con  37  ine.    4  — 

Selfaetlug  o  niatojo  luierniittente,  di  L>.  lo- 

NELLI,  di  p.  VIH-159  e  41  ine 2  50 

Selvicoltura,  estimo  e  economia  forestale,  di  A.  San- 

TILLI,  2»  ediz.  di  p.  xn-292  e  54  ine 3  — 

Selvicoltura  -  vedi  :  Boschi  e  pascoli  -  Consorzi  di  difesa 

del  suolo  -  Colt.  mont.  -  Pino  da  pinoli  -  Pront.  del  forest. 

Semejotlca.  Esame  degli  infermi,  di  U.  Gabbi,  2*  ediz., 

di  pag.  xvi-216  e  11  ine 4  50 

Bemlografla  musicale,  di  G.  Gasperini,  p.  vm-317    3  50 
Beta  (Industria  della),  di  L.  Gabba,  2a  ediz.  (esaurito) 
Beta  —  vedi  ai  singoli  titoli  :  Bachi  da  seta  -  Filatura  e 
torcitura  •  Gelsicoltura  -  Tessitore  -  Tessitura  -  Tin- 
tura -  Bicettari  domestico  e  industriale. 
Seta  artificiale,  di  G.  B.  Baccioni,  di   p.  vm-221     .    3  56 
Sfere  cosmografiche  e  geografia  matema- 
tica, di  L.  A.  Andreini,  di  p.  xxix-326  e  12  ine.     .    3  — 
Mfeakespeare,  di  Dowdbn,  Balzani,  di  p.  xn-242       .    I  59 
Siderurgia,  di  E.  Zoppetti  e  E.  Garuffa,  (in  ristampa). 

Siderurgia  -  vedi:  Chimico  siderurgico. 
Sieroterapia,  di  E.  Akbuschini,  di  p.  vill-424    .       .    3  — 
Sifilide  (Patol.  e  terap.  della)  di  A   Pasini,  di  p.  vi-151    2  — 
Sinonimi  latini,  di  D.  Fava,  di  p.  lxiv-114.  I  50 

Sintassi   francese   razionale  pratica,   di  D. 

RODARI,  di  p.  xvi-206 I  56 

Sintassi  greca,  di  V.  Quaranta  di  p.  xvni-175  .  I  50 
Sintassi  latina,  di  T.  G.  Per  assi,  2»  ediz.,  di  p  vn-168  I  50 
Sismologia,  di  L.  Gatta,  di  p.  viii-175  e  16  ine.  .  i  50 
Sismologia  moderna,  di  G.  B.  Alfano,  di  p.  xil-357  4  — 
Smacchiatura   Industriale   e   casalinga    di 

abiti,  ecc.,  di  G.  Tisgornia  di  pag.  xn-2i9  con  13  fig.   2  50 
Smalto  (Industria  dello),  di  E.  Verma,  di  p.  246  e  30  ine.    S  — 
Sistemazione  del  torrenti  e  dei  bacini  mon- 
tani, di  C.  Valentini.  p.  XH-298,  165  ine.  e  46  tav      4  50 
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Soscoral  d'nrgema,  di  C.  Galliano,  9*  ediz.  am. 

pllata  rispetto  ai  lenti  in  guerra,  a  cura  dei  Dott.  B. 

\nslesio.  di  pag.  m-439.  con  135  ine.       ...  4  50 

Social -«imo.  di  G    Bikaohi,  cu  d    xv-285  (in  ristampa) 
Società  Industriali  per  azioni  di  F  Piccinelli, 

di  p.  XXXVi-534  (esaurito; 
Società  di  mutuo  soccorso.  Pensioni    -  sussidi, 

di  G.  Gardenghi,  di  p.  vi-152 |  ga 

Sociologia  generale,  di  E.  Morselli,  (esaurito). 
Soda  caustica,  cloro  e  clorati  alcalini  per 

elettrolisi,  di  P.  Villani,  di  p.  vili  314  .150 

Somalo  (Elementi  di)  vedi  Gramm.  somala. 
Sordo-muto  e  sua  Istruzione,  di   P.   Fornari, 

di  p   vm-232  e  11  ine.  .        .  .  .  j  _ 

Sostanze  alimentari  —  vedi:  Vigilanza  igienica  sulle  - 

Bromatologia  -  Conservazione  delle. 
Sottomarini  —  vedi:  Nave  suoacquea. 
So  vratenslonl  negri!  Impianti  elettrici.  Cause, 

effetti  e  protezioni,  E.  Piazzoli,  pag.  xvi-401  e  125  fig.    7  — 
Specchi   (Fabbricazione  degli)  e   la  decorazione 

del  vetro  e  del  cristallo,  di  R.  Namias.  2*  ediz. 

rilatta,  di  pag.  xn-195  con  26  incisioni  e  11  tavole     .    3  50 
Specialità  medicinali  'Formulario  delle)  di  C.  Cra. 

veri,  di  pagine  xx-524  (in  ristampa). 
Sp  psicologia,  Studio  delle  caverne,  e.  Caselli,  p.  xn-16S    I  60 
Spettrofotometria  applicata,  di  G.  Gallerai!!, 

di  p.  xix -395,  92  ine.  e  3  tav,  .       .    3  50 

Spettroscopio   e    sue   applicazioni ,    di  R.  A.. 

Proctor,  trad.  di  F.  Porro,  di  p.  vi-179  e  71  ine.      .    |  50 
Spiritismo,  A.  Pappalardo,  5*  ediz.  aumentata,  di  pa- 
gine xvi-290.  con  10  illustrazioni 4  50 

Sp  :  irte  Invernali.  Pattinaggio,  slitta,  ecc.,  di  N.  Sai. 

vaneschi,  di  p.  xv-171  e  100  ili 4  __ 

St jimpagalo  a  caldo  e  bulloneria,  di  G.  Sgam 

fbrla,  di  p.  viii-160  e  62  ine.  ....  2  — 

Stati  del  mondo  (Gli),  G.  Garollo.  Notiziario  statili.  I  — 
Statistica,  di  F.  Viroilii,  7*  ediz.  di  pag.  xii-227  .  3  — 
Statmografia,  di  G.  bossi,  di  pag.  xii-214  .    3  - 

Stearlneria  —  vedi:  Candele. 
Stenografia,  di  G.  Giorgetti,  4»  ed.  (in  ristampa). 
Stenografia  (Guida  allo   studio   della;       -     -        co- 
letti, !2"  ediz.,  riv.  da  D.  Nicoletti,  di  pag.  170       .    3  — 
Stenografia   (Esercizi   di  lettura   e  scrittur*),  ai   A. 

Nicoletti.  6*  ediz.  di  p.  vm-160 I  50 

Stenografia.  Antologia  sten,  di  E.  Molina,  di  p.  200  2  - 
Stenografia.  Dizionario  etìw'^cp   stenografico,  di 

E.  Molina,  di  p.  xvi-624  (in  ristampa). 
Stenografia.  L  abbreviazione  logica  nella  stenografisi) 

di  D.  Nicoletti,  di  pag.  vm-123  .       .    3  — 

Stenografo  pratico,  di  L.  CRiSTOFOLi,di  p.  xn-13!  I  50 
Stereometria.  Sviluppo  dei  solidi  e  loro  costruzione 

in  carta,  di  A.  Riveli  1,  di  p.  90.  con  92  ine.  e  41  ta*      3  — 
Stili  architettonici  (Gli),  di  B.  Canell.-  -  2»  edizione 

di  pag    160.  con  114  illustrazioni  e  64  tavole  .        .        .    9  50 
—  Vedi  Arte  (L)  di  distinguere  gli  Stili. 
Stilistica,  di  F.  Capello,  di  p.  xu-164  (esaurito). 
Stilistica  latina,  di  A.  Bartoli,  di  p.  xil-210    .       .    I  Sf 


1LBMCO   ©SI  MANUALI  BOI  PI. I. 


Stime  foroMta I i.  Cont.,  misur.  e  cub.  dei  legn.  inbosco, 

abb.e  lavor.  di  0.  Fogli,  di  p.  136  con  num.tab   e  ine.  IO  — 
Stime  di  luv»H  edili,  di  I.  Andrbani,  di  pag  33»    .    4  50 
Storia  Hiitlca,  di  I.  iìkntilb  e  Q.  TONLvzxo,    »  2  vi. 
l   L'Oriente  antico  (esaurito) 

II.  La  Grecia,  di  p.  iv-216  I  56 

Storia»  dell'i*rte,  di  G.  CaROTTI. 

9*1.  I.  L'Arte  aell'Evo- antico,  di  pag.  lt-413  (esaurito). 
7al  II.  L'arte   nel   Medio-evo: 
Parte  I.  -  Arte  cristiana,  di  pag.  vin-421  e  360  tncìa.    8  — 
Parte  II.  -  L'arte  regionale  Italiana-  nel  medio-evo, 

di  pag.  667  con  553  incisioni 12  56 

Porte  ili.     L'  apogeo  dell'  arte  italiana  nel  medio- 
evo, di  pag.  581  a  1390,  con  591  incisioni    .       .       .  15  — 
Voi.  III.  L'Arte  nel  rinascimento  (in  lavoro). 
V«l   IV.  L'Arte  dell'Evo  moderno  (in  lavoro). 
Storia  dell'arte  militare,  di  V.  Rossetto,  di  p. 

vuì -504  •  17  tav.  .  .    5  50 

Storia  e  cronologia  medioevale  e  moderna. 

il  7.  C'-mwanoi,  3»  ediz.  di  p.  vm-254       .        .       ,    l  SI 
Storia  d'Europa,  di  E    T.  Frkkmann,  Srad.    di  A. 

lAi-ANTa,  di  p.  Xil-472 3  — 

Storia»  di  Francia,  di  G.  Brasa «nolo,  di  p.  xvi-424  3  — 
Sorla  d' Inghilterra,  G.  Br agagnolo,  p.  xvi-187  3  — 
Scoria  d'Italia,  11  P    Orsi,  5»  ediz.,   continuata   fino 

al  1915,  di  pag.  xiii-295 8  — 

Storia        ?edi     Antichità  -  Archeologia  -  Argentina  - 
Astronomia  nell'dutico  testamento  -  Atene  -  Commercio 

-  Cristoforo  Colombo  -  Cronologia  Dizionario  bio- 
grafico -  Etnografia  Islamismi  -  Leggende  -  Manzoni 
•  Mitologia  •  Monete  -  Numismatica  -Omero  •  Ritolgi 
meato  Rivoluzione  francese  -  Shakespeare  -  Topo- 
grafia di  Roma. 

Storia  delle  matematiche  (Guida  allo  studio  della) 

di  G    Loria,  di  pag.  Xvi-227 3  — 

Storia  della  arnica,  di  A.  Umtkrstbinkr,  4»  edis 

di  pag.  500 5  51 

Storia  naturale    -  vedi:   Anat.  e  fisiol  -  AsMom.  micr, 

-  Animali  parass.  -  Antrop  BatterioL  -  Biologia  ani- 
male -  Botan.  Cammello  -  Coleotteri  -  Cristallografia  - 
Ditteri  -  Embriol.      Fai  calle  •  Fisica  cristall.  •  Fisiol. 

-  Geologia     imenotteri  -  Insetti  -  Ittiolog.  •  Lepidotteri 

-  Lino  10I,  Minerai  •  Naturalista  preparat.  M»mr. 
viaggi.  •  Oceanogr.  -  Ornitol.  Jstricoltura  -  Paleoetn. 
-Paleontologia  Pise»  >lt.-SIsmol  -Speleol.- Tecnica 
protisto  cecili  canori  -  Vulcan  -Zebre -Zoologia. 

Strade  ferrate  In   Italia.    Regime  legale  ammmi- 

strativo,  di  F.  TajaNI,  di  p.  viii-265  .        .    2  58 

Strade   ordinarle  e   loro   manutenzione,  di 

P.  Prosali,  di  p.  xi-216  e  17  ine      .  2  50 

Strade  orbane  e  provinciali  e  loro  pavi- 
mentazione di  P.  Brbsadola,  p.  XVi-330  e  40  ine.     5  SS 

Strumentazione,  di  E.  Prout,  trad.  di  V.  Ricci,  2* 
edizione,  di  pag.  xvi-314  e  95  incisioni   (in  ristampa). 

Strumenti  ad  arco  e  mugica  da  camera,  del 
Duca  di  Caffarklli,  di  p.  x-235  (esaurito). 

Strumenti  diottrici,  V.  Reina,  p.  xiv-920  ■  10    fig.    8  — 
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stranienti  metrici*  Costruzione  delle  bilance,  ecc., 

di  E    Bagnoli,  di  p.  vui-252  e  192  Inc.  .  .  3  50 

*neeeda.n*1        wM    Prodotti  e  omc*»dinni«»»H 

Struzzo.  (Allevamento  dello)  nell'Africa   meridionale, 

di  L.  Merlato,  di  pag.  144,  con  23  tav.  a  colori    .        .9  5» 

iK§aerw   ^*-o«**«  «s   «*i>|»>le»xioiil   luut*-9C.rlali, 

di  A.  Funaro  e  N.  Lojacono,  di  p.  VII-170  .       .  2  50 

Suinicoltura  pratica,  di  I.  Stanga,  di  pag  200,  con 

36  illustrazioni        .  ....  .    3  50 

Superstizione,  di  G.  Franceschi,  di  pag.  xn-264      .    2  50 
Surrogati  —  vedi:  Prodotti  o  procedimenti. 

Tatoacco  (II)  e  sua  coltura,  di  G.  Bkvsrssn,  di  pa- 
gine xxvm-219,  9  ine.  e  31  tav. .  ....    4  50 

Tabacco,  di  G.  Cantoni,  di  p  iv-176  e  6  ine.       .       .    2  ~ 
Tabelle  di  analisi  —  vedi:  Analisi  chimica  qualitativa. 

Tannini  (I),  nell'uva  e  nel  vino,  dì  R.  Averna-Sacgà, 

di  p.  vm-240 .    2  50 

Tartufi  e  funghi,  coltura  •  eucinatura,  di  Folco  - 
Bruni,  di  p    vm-184  (esaurito). 

Tattica  applicata,  ai  a.  Pavia  di  p.  vm-214    .       .    4  50 

Teatro  antico  psrreco-romano,  di  V.  Inama,  dì 

p.  XX-248  e  32  flg .    2  50 

Tecnica  protlstologlca,  di  L.  Maggi,  di  p.  xvi-318    3 

Tecnologie  per  I  giovani  operai,  secondo  i  pro- 
grammi  governativi,  di  I.  Andrbani: 
L  —  Legno,  metalli,  ecc.,  di  pag.  780,  con  511  ine.      .    8  50 
II.  —  Matematica,  di  pag  xn-488,  con  210  ine.  .fi- 

lli. —  Fisica,  di  pag.  354,  con  288  incisioni  .    6  — 

Tecnologia  e  terminologia  monetarla,  di  G. 
Sacchetti,  di  p.  xvi-191  2  — 

Telalo  meccanico  (II).  Guida  pratica,  di  A.  Piombo 

di  p.  xii-159  e  28  fig .       .    3  - 

Telefono  (II),  di  G.  Motta,  (in  ristampa). 

Telegrafia  elettrica,  aerea,  sottomarina  e 
senza  fili  di  R.  Ferrini.  4»  ed.  ampi,  da  C.  Cantani, 
di  pag.  352,  con  137  ine.  (in  ristampa). 

Telegrafista  (Guida  del),  di  Q.  GaMTaNI,  4*  ediz.,  di 

Jaag.  255,  con  138  ine 4  50 
egrafo  «enza  fili  e  onde  Hertziane,  di  O. 
Murani,  3*  ediz.,  di  p.  520  con  268  incisioni.       .        .    7  50 

Telemetrica    per   piratica   e   per   studio,  di 

G.  Del.  Fabro,  di  pag.  415,  con  179  incisioni  .        .        .  13  50 

Telemetri*»,  misura  delle  disianze  in  guerra,  di  G. 
Bertelli,  di  p.  xin-145  e  12  flg.  (in  ristampa). 

Telepatia.  Trasmissione  del  pensiero  di  A.  Pappa- 
lardo, 3*  ediz.,  di  p.  xvi-343 4  — 

Tempera  —  Vedi  acciaio. 

Tennis  (II),  di  A.  Bonacossa  e  G.  Porro  Lamber- 
tenohi,  di  pag.  xx-240  con  84  illustrazioni  .  .    4 

Teoria  del  numeri,  di  U   Scarpis,  di  p.  vin-152     .    !  50 

Teoria  delle  ombre,  di  E.  Bonci  3*  ediz.  di  pagine 

Xvi-134,  con  48  *ig.  e  6  tav 3«0 

Teosofia,  di  G.  Giordano,  di  p.  vni-248 .  .    3  SU 

Terapeutica  —  vedi  ai  singoli  titoli:  Chimica  clinica  • 

Chimica  legale  -  Farmacista  •  Farmacoterapia   -  Me* 

dicina  d'urgenza  -  Medico  pratico    -  Organoterapia  - 

Posologia  rimedi  -  Rimedi  -  Terapia  malattie  infanzia. 
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fermodlnamlca.  di  6.  Cattaneo,  p.  x-196  e  4  fig.    IH 
terreno   agrario.  Chimica  del   terreno,  di  A.  Fu- 

MARO,  di  p.   vin-200 2  — 

Tessili  —  vedi  Tecnologi  per  giovani  -  Tenitura  -  Pilatura 
T eaoitore   (Man.   del),   di  P.  Picchetti,   3»  ediz.,  di 

p.  xrv-298  e  illustr 3  50 

—  vedi:  Apparecchiatura  dei  tessuti  -  Industrie  tessili. 
Vestitura    meccanica   della   lana  e  del  co- 
tone, di  E.  G.  Franzi,  di  p.  vn-329  .  .    S  53 

feMHituru  meccanica  della  seta,  di  P.  Pongi, 

di  p.  xii-346  e  179  ine  .  5  50 

Tessuti  (Man.  del  compositore  di),  di  P.  Pinghetti,  d! 

p.  vni-321,  ili.  da  2000  armature       .  .    4  50 

l'escuti  di  lana  e  cotone  (Analisi  e  fabbricazione), 

di  O.  Giudici,  di  p.  xn-864,  con  1098  ine.  .  16  50 

Testamenti  (Manuale  dei),  di  G.  Sbrina,  3*  ediz.  rive- 
duta ed  ampliata,  di  pag.  xiv-380 S 

Tigre  Italiano.  Idiomi  parlati  in  Eritrea,  con  2  di- 
zionari, di  M.  Camperio,  di  p.  180 2  56 

Tintore  (Man.  del),  di  R.  Lepetit,  4»  ediz.,  di  p.  482    5  — 

Tintura  della  seta,  di  T.  Pascal,  di  p.  xv  432  5  — 

Tipografia.  Voi.  I.   Guida  per  chi  stampa  e  fa  stam 

pare  di  S.  Landi,  2»  ediz.  postuma,  di  pag.  xxn-279 .    3  50 

—  Voi.  II.  Lezioni  di  composizione,  di  S.  Landi  2»  ediz. 

postuma,  con  appendice  -  Linotype  -  Monotype  •  Let- 
tera-tipo -  Vocabolarietto  tecnico,  di  pag   370       .       .    3  50 

Tiro  a  se^rno  nazionale,  di  A.  Bruno,  p.  vm-335    3  — 

Tisi  (Come  si  vince  la).  Profilassi  e  diagnosi  di  F.  Mot 

TOLA,  e  pref.  di  A.  Do  Giovanni  di  p.   xn-208    .        .    2  50 

Tisici   e   sanatori,   di   A.    Zuriani,  con  pref.  di  B. 

Silva,  di  p.  xli-240  .  2  - 

— ■  vedi  :  Tubercolosi. 

Topografia  (Man.  di),  di    G.  Del  Fabro.  3»  edizione, 

di  pag.  737,  con  lf9  illustrazioni 16  50 

Topografia  (Guida  pei  calcoli  ai),  ai  G.  Del  Fabro, 

di  p.  xvi-216  e  71  fig.   .  .  .  3  50 

Topografia  e  rilievi  —  vedi:  Cartografia  -  Catasto  - 
Celerimensura  -  Codice  del  perito  -  Compensazioni 
errori  -  Curve  •  Disegno  topogr.  -  Estimo  terreni  - 
Estimo  rurale  -  Fotogrammetria  -  Geometria  pratica 
•  Prospettiva  -  Regolo  calcolatore  -  Telemetria  -  Trac- 
ciamento curve  -  Triangolazioni. 

Topografia  di  Roma  antica,  di  L.  Borsari,  di 

p.  vin-436  e  7  tav. .  4  50 

Tornitore  meccanico  (Guida  del),  di  S.  Dinaro, 
10»  ed.  riveduta  con  appendice  ■  La  tornitura  dei  pro- 
iettili per  le  artiglierie  ,  di  pag.  316  e  117  fig.  ,    4  50 

Tornitore  e  frenatore  meccanico,  di  L.  Duca, 

3*  ediz.,  di  p.  188,  con  30  ine 3  50 

Torrenti  —  v.  (Sistemazione  dei). 

Tracciamento  delle  curve  delle  ferrovie  e 
strade,  di  G.  H.  A.  Erónkhe,  trad.  di  L.  Loria,  S* 
ediz.,  di  p.  vm-167 3  50 

Traduttore  tedesco  (II),  di  R.  Min  otti,  pag.  XVI-224    2  50 
Tramvie  —  vedi  :  Ferrovie. 

Trasporti  aerei,  di  G.  Cappelloni,  di  pag.  xvi-367 

con  259  figure 7  — 
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Trasporti,   tariffe   e   redaml  ferroviari,  di 

E   Prlizzaro.  di  puff.  xvi-S19    .  4  88- 

frazione  ferrocarta,  di  P.  Ofpizzi,  di  p.  vn-204, 

eon  ?  uv.  «  si  fl«.  .    3  5C 

frazione  a  vapore  sulle  ferrovie  ordina- 
rle, di  G.  Ottone,  di  p.  lxviii.469       .       .       .       .    5  60 

Yrlangolazlonl  topografiche  e  catastali,  di 

O.  Jacoangeli,  di  p.  xiv-340  e  33  ine.   .  .    9  SO 

trigonometria  plana  (Esercizi  di),  di  G.  Al  ASIA, 
di  p.  xvi-292  e  30  ine.  (in  ristampa). 

Vrlne  a  fuselli,  di  G.  Romanelli-Maronb,  di  p.  vm- 

331  e  200  illustr 4  50 

^Tubercolosi  (La),  di  M.  Valtorta  e  G.  Fanoli,  con 

prof,  di  A.  Murri,  di  p.  xix-291  e  11  tav.       .       .  4  — 

Turbine  a  vaDow.  di  E.  Garuffa  con  un  capitolo 
sulle  turbine  a  gas.  Teoria  -  Calcolazione  -  Costru- 
zione, di  pag.  xvi-782  con  536  fig.  e  1  tav.  fuori  testo.  22  5© 

fnreo  parlato.   Grammatica,   dialoghi,   vocanolano, 

di  L.  Bonelli  e  S.  JaSIGIan,  dì  p.  vm-343    .        .        .     6  - 

Uccelli  canori.  Caratteri,  costumi  e  loro  cura,  di-  L. 

Ontersteiner,  2*  ediz.,  di  p.  vm-226  e  6  ine.     .       .    2  SO 

Ufficiale  Italiano  (L')  di  U.  Morini  (esaurito). 

Unita  assolute.   Definizione,  dimensione,  problemi , 

di  G  Bertolino  di  p.  x-124 2  5G 

Uovo  (L'j  di  gallina.  Conservazione  e  commercio,  di 

C.  ViviaKI,  di  pag.  394  con  48  incisioni         ...     3  50 

Urina  (L')  nella  diagnosi  delle  malattie,  di  F.  Jorio,  di 
p.  Xvi-216  (in  ristampa). 

Urologia  chimica  e  microscopica,  di  P.  E.  Ales- 
sandri, di  pag.  485,  con  144  ine.  e  2  tav.  .       .        .    9  — 

(Hai  Axiercantlll  riconosciuti  dalle  Camere  di 

Commercio  In  Italia,  di  G.  Trespioli,  di  p.  623    6  — 

d  re  da  tavola.  Coltivazione  e  commercio,  di  D.  Ta- 
maro. 3»  ediz.  di  p.  xvi-278,  8  tav.  e  57  .        .        .    4  — 

Vattecnecum  dell'uomo  d'affari,   di  C.  Dompk, 

2*  ediz.,  di  pag.  562  .       .       .  8  5fc 

Vanitelo    Manuale  del)  di  G.  M.  Zampini      .  xlvii-480    4  50 

Veleni  e  avvelenamenti,  di  C.  Ferraris,  di  pa- 
stine xvi-208  e  20  ine 2  50 

Ventilatori  industriali,  di  A.  Albert,  di  pag.  400, 

con  178  incisioni 7  5© 

Verbi  regolari  francesi,  irregolari  e  difet- 
tivi, di  C.  Dompé,  di  pag.  170    .       .        ,       .       .        .    3  - 

Verni  greci  anomali   P.  Spagnotti,  pag.  xxiv-107    I  5B 

Vertti  italiani,  di  É.  volgari,  di  p.  xii-26u  .       .  I  8& 

Verni  latini  di  forma  particolare  nel  per- 
fetto e   nel  supino,  di  A.  Pavanello,  p.  vi-215    I  5£ 

Vernici,    lacche,    mastici    e    Inchiostri    da 
stampa.   Fabbricazione,   ecc.,  di   U.   Fornari,  3* 
,     ediz.,  di  pag.  xvi-272  .       .  ....    3  56. 

Vernici  —  vedi  Colori  e  Vernici. 
Veterinaria  -  vedi:  Araldica  zootecnica  -  Bestiame 
Cavallo  -  Igiene  veterinaria  -  Malattie  infettive  -  Ma- 
iale -  Cftalmoiatria  veterinaria  -  Polizia  sanitaria  - 
Porco  -  Profilassi  malattie  -  Razze  bovine  -  Zootecnia. 
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Veterinario  (Man.  del),  di  G.  Roux  e  V.  Lari,  di  pa- 
gine xx-356  e  18  flg.  (esaurito). 

Vetro.  Fabbricazione,  lavorazione,  applicazioni,  di  Q. 
0'4N»KLO.  di  p.   XIX -527  0  *21  flg.  ( esaurito V 

Vlsrllauza  Igienica  sulle  sostanze  alimen- 
tari, di  E.  Tognoli,  di  pag.  xxiv-469     .        .        .        .    9  51 

Vigile    arbano   (Vademecum  pel)  di  G.  Sacchikro, 

ti  pag.  Xlv-178  ....  .        .    2  50 

Vini  bianchì  da  pasto   e  vini  mezzocolore, 

di  G.  A.  Prato.  2»  ediz.  riv.  da  A.  Strucchi,  p.  xn-280    3  50 

Vini  dal  residui  della  vendemmia  e  vini  sus- 
sidiai*!. Secondi  vini  e  vinelli  -  Modo  di  aumentare 
la  produzione  di  S.  Cettolini  di  pag.  338  con   40  ine.    5  — 

Vini  (I  migliori  d'Italia),  di  A.  Strucchi,  di  p.  xx-25, 42 

tav.  e  7  carte  ...  3  60 

Vini  non  genuini,  di  A.  Dcrso-Pennisi   di  pag.  198,    2  50 

Vini,  aceti,  spiriti  {Invecchiamento  artifi- 
ciale del),  di  A.  Dcrso-Pennisi,  di  p.  185,  con  35  ine.    2  60 

Vini  speciali  provenienti  da  uve  da  tavola 
e  vini  artificiali,  di  A.  Burso-Pennisi,  di  p.  XH 
2X2  e  68  fig.  3  50 

Vinificazione  (Man.  di),  U.  Gallo,  p.  xi-253  e  33  ine.    2  50 

Vino  (II),  di  G.  Grazzi-Songini,  2a  edizione  riveduta  da 
A.  Strucchi,  con  appendice  sui  vini  spumanti,  di 
pag   xx -229  e  17  incisioni 3  56 

Violini,  violinisti  e  musica  per  violino,  di  A 
Untkrsteinkr,  con  app.  di  A.  Bonaventura,  di  pa 
gine  vm-228     .  .       ...    8  50 

Violoncelli,   violoncellista   e  violoncellisti, 

di  S.  Forina,  di  p.  Xvn-444        .  .  5  50 

Viti  meccaniche,  calcolo  e  costruzione,  di  A.  Mas» 

SENZ,  2a  ediz    di  p.  270,  con  111  ine  ...     5  50 

Vita  di  Gesù  di  L.  Asioli,  2*  ediz.  con  carta  di  Terra 

Santa.  Pag  xn-253   .  4  — 

Vita  di  Maria  di  L.  Asioli.  Pag    vin-202  .    3  — 

Viticoltura  (Precetti  di),  di   O.  Ottavi,   7*  ediz,   riv. 

df»  A.  Strucchi,  di  p.  XVi-244,  con  30  incisioni  .    2  51 

Vocabolario  Albanese  —  vedi  Albanese  parlato. 

Vocabolario  araldico  Italiano,  di  G.  Guelfi,  di 
p.  vni-294  e  356  ine.  (in  ristampa) 

Vocabolario  HoeplI  della  lingua  Italiana, 
compilato  da  G.  Mari,  di  pag.  2226  a  due  colonne  in 
mezza  pergamena  e  tela I     — 

—  legato  in  un  solo  volume  in  mezza  pelle  e  tela     .  18  — 

Vocabolario  russo-italiano  e  Italiano-russo, 
di  V.  Fomin,  con  la  pronunzia  figurata  seguita  da  un 
dizionaretto  pografico  dei  nomi  proprii,  da  un  frasa- 
rio e  da  due  piccole  grammatiche  russa  e  italiana, 
di  pag   x-812 .       .    Il  SO 

Vocabolario  numismatico,  in  7  lingue,  di  S.  Am 

EROSOLI    di  p.  VTH-134  .  .     I  56 

Vocabolario  tecnico  Illustrato  nelle  sei  lingua: 
Italiana,  Francese,  Tedesca,  Inglese,  Spagnuola,  Russa, 
sistema  Deinardt-Schloman,  diviso  in  volumi  per 
ogni  singolo  ramo  della  tecnica  industriale. 

voi.  I.  —  Elementi  di  macchine  e  gli  utensili  pi* 
nsnali  per  la  lavorazione  del  legno  e  del  metallo, 
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ln-16,  p.  vra-403,  con  823  ine.  e  prefazione  dell'Ina, 
Prof.  G.  Colombo  (esaurito). 

Voi.  IL  —  Elettrotecnica,  con  circa  1000  ine  a  nu- 
merose formule  di  p.  xn-2100.  a  2  e  a  4  colono*  38  — 

Voi.  IH.  —  caldaie  a  vapore,  Macchine  a  vapora, 
Turbine  a  vapore,  p.  xi-1322,  con  3500  indi  .  22  50 

Voi.  IV.  —  Motori  a  combustione,  di  p.  x-618  con 

1000  ine.  e  numerose  formule 12  — 

Voi.  V.  —  Ferrovie:   Costruzione  ed  esercizio,  di 
p.  xm-870,  con  oltre  1900  ine.  e  numerose  formule     .  16  — 
Voi.  VI.  —  Ferrovie:  Materiale  mobile,  con  oltre 

1500  illustr .  |4  — 

Voi.  VII.  —  Apparecchi  di  sollevamento  e  mezzi 
di  trasporto,  di  p.  650,  con  oltre  1500  ine.    .        .        .  15  — 

Voi.  Vili.  -  Il  calcestruzzo  armato  nelle  costru 
aloni,  di  circa  600  pagine,  con  oltre  1200  ine.       .        .    8  50 
Voi.  IX.  —  Macelline  utensili,  di  pagine  x-706  con 

2400  incisioni |£  — 

Voi.  X.  —  Veicoli  a  motore  (automobili,  motoscafi, 
aeronautica  ed  aviazione),  con  1773  ine.     .       .       .  18  — 
Voi.  XI.  —  Siderurgia,  di  pag   xii-7ì»5  con  1600  ine.  15  — 
Voiapuk  (Dizion.  Italiano-volapùk),  nozioni  di  gram., 
di  G.  Mattei,  secondo   i    principi   dell'inventore  M 
Schleyer,  di  p.  xxx-198  .  .  .    2  50 

Volapiik  (Dizion.  volapùk-ital.),  di  C.  Mattei,  p.  xx-         2  50 
Volapiik  (Manuale  di  conversazione,  di  M.  Rosa  Tom- 

masi  e  A   Zambelli,  di  p.  152    .        .  .  .    2  50 

Vulcanismo,  di  L.  Gatta,  di  p.  vm-268  e  28  ine.      .    I  50 
Zebre  (Le)  di  A.  Griffini.   Studio  zoologico  popolare 

illustrato,  di  pag   xxvm-298,  con  41  tavole  .       .        .    4  — 
Zinco.  Caratteri  e  proprietà,  di  R.  Musu-Boy,  di  pagine 

xvi-219,  10  ine.  e  4  tav ,    3  51 

Zolfo  (Miniere  di),  di  G.  Cagni,  di  p.  xii-275  e  34  ine.    .    3  — 
Zoologia,  di  E.  H.  Giglioli  e  Ca vanna  G. 

I.  Invertebrati,  di  p.  200,  con  45  figure  (esaurito). 
IL  Vertebrati,  Parte  I,  Generalità,  Ittiopsidi  (Pesci  a 

Anfibi),  di  pag.  xvi-153,  con  33  ine I  50 

IH.  Vertebrati.  Parte  II,  Sauropsidi,  Teriopsidi  (Ret- 
tili, Uccelli  e  Mammiferi,  di  p.  xvi-200,  con  22  ine.    .    I  50 
Zoonosi,  di  G.  Galli  Valerio,  di  p.  xv-227   .  I  50 

Zootecnia,  di  G.  Tampellini,   2»  ediz.,  di   p.    tv-444, 

179  ine.  e  12  tav 5  50 

Zootecnia  —  vedi:  Abitazioni  animali  -  Animali  da 
cortile  -  Alimentazione  del  bestiame  -  Araldica  zoo- 
tecnica -  Bestiame  -  Cane  -  Cani  e  gatti  -  Cavallo  - 
Maiale  -  Ornitologia  -  Porco  -  Razze  bovine  -  Vete- 
rinario -  Maniscalco. 
Succherò  (Industria  dello): 

I.  Coltivazione  della  barbabietola  da  zucchero,  di 
B.  R.  Debarbieri,  di  p.  xvi-220  con  12  ine.  .        .        ,    2  50 

IL  Commercio    importanza  economica  e  legisla- 
zione doganale,  di  L.  Fontana-Russo,  di   p.  xn-244    2  50 
III.  Fabbricazione  dello  Zucchero  di  barbabietola, 

di  A.  Taccani,  di  p.  xn-228  eoa  71  ine 8  50 

Baccherò  e  alcool  nel   loro   rapporti  seri- 
coli, nslol.  e  «oc,  di  S.  Laureti,  di  p.  xvi-426   ,    4  58 
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Abetti  C.  A.  Fiammiferi ...  24 
legna  C.  Microscopio  .  .  .  .  88 
Adimolfl  8.  Diritto  Intera,  pen.  18 
Adler  G.  Baerc.  di  lingua  tedesca  23 
AdiecI  N.  Le  patate    ....  41 

—  La  Fecola 24 

Adnceo  A.  Chimica  agraria.  .  12 
Agnelli  0.  Divina  Commedia  .  19 
Airy  Q.  B.  Gravitazione ...  29 
Alisia  C.  Trigonometria  (Eser.)  51 

—  Gecmet.  elem.  (Complem.  di)  27 
— ■  Geometria  della  sfera  .  .  27 
Albert  A.  Ventilatori  ....  51 
Alberti  F.  Il  bestiame  e  l'agricol.  8 
Albi  G.  Capitano  marittimo  .  10 
Albini  Q.  Fisiologia  ....  24 
Alessandri  P.  E.  Anal.chim.qual   5 

—  Id.  chim.  qnant.  —  Id.  volum.»   5 

—  0 nimica  sostanze  alimentari  12 

—  Chimica  generale     ....  12 

—  Diemfezione .19 

—  Farmacista 23 

—  Merceologia  tecnica    ...  37 

—  Droghe  medicinali  ....  21 

—  Urologia 51 

Alfano  8. B. Sismologia  moderna  46 
Allevi  G.  Alcoolismo   ....    4 
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Mei  A.   adulterazioni  del  vino    4 
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—  Contratti  e  collaudi      ...  16 

—  Tecnologie  per  i  giovani      .  49 

—  Stime  di  lavori  edili  .  .  48 
Andreini  A.  Sfere  cosmografiche  46 
Andrich  G.  L.  Diritto  italiano  19 
Aldrovic  G.  Gr.  Serbo-croata  .  :8 
Aitili!  A.  Disegno  geomet  *co  19 
Altenelll  G.  Igiene  del  sonno .  30 

—  Igiene  d    ment»,  del  piede  .  29 

—  Antropologia  Criminale  .  6 
Antonini  B.  Pellagra  41 
A. optasi  G.  Colori  e  remici  14 
Arcangeli  A.  Cemento  armato  11 
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Archetti  A.  Colle  anim.  e  veg.  14 
Arduino  M.  Consoli  e  consolati  1& 

—  Diplomazia 18 

—  Emigrazione 22 

Arila  C.  Dizionario  bibliogr.  .  19 
Arpesani  C.  Lav.  metalli  e  legn.  11 

—  Operaio  meccanico  ....  40 
Arrighi  C.  Dizionario  milanese  20 
Arrigoni  E.  Ornitologia  .    .    .  40 

Arti  grafiche,  ecc 7 

Artini  E.  1  minerali    .    .    .    .  W 

—  Le  rocce 4& 

Aschieri  P.Geom.projet.d.  piano  27 

—  Geometria  projett.  d.  spazio  27 
Asioli  L.  Eloquenza     ....  21 

—  Vita  di  Gesù 27-52 

—  Vita  di  Maria  ....  35-52 
Asprea  V.  Apicoltura  ....  42 
Astolfoni  A.,  La  pila  elettrica  4S 
Aroma-Sacca  R.  I  tannini  .    .  49 

—  Malattie  dei  vini  ....  15 
Avigliano  L.  Giuoco  d.  dama  .  {8 
Aziinouti  E.  Frumento     .    .    .  U»- 

—  Cam  piceli  o  scolastico  .     .     .10 

—  Mais S5 

Baccarini  P.  Malatt.  crittogam.  35 
Baccioni  G.  Seta  artificiale  .  46 
Saddeley  V.  Law- Tennis  .  .  31 
Bagnoli  E.  Strumenti  metrici  .  4$ 
Baldi  C.  Corti  d'assise    .    .    .    6 

Ball  J.  Alpi  (Le) 5 

Ball  R.  Stawel.  Meccanica  .  .  io 
Ballerini  0.  Fiori  artificiali  .  24 
Balsamo  H.  Laminaz.  del  ferro  31 
Baluffl  G.  Cemento  armato  .  17 
Balzani  A.  Shakepeare  .  .  .  4' 
Barberi  R.  Motori  Diesel.  .  .30 
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—  Abitaz.  d.  animali  domestici.  S 
Barth  M.  Analisi  del  vino  .  .  & 
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